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SYNOPSIS:

I denne rapport behandles spargsmalet, hvor-
vidt det er muligt at opstille anvendelige ma-
tematiske modeller for trafik. Dette underse-
ges udfra en praktisk vinkel, idet en simpel
model udvikles fra bunden og vurderes udfra
dens forudsigelser i en raekke semipraktiske si-
tuationer. Desuden overvejes modelanvendel-
sen i Danmark med udgangspunkt i en under-
sggelse af trafikplanleeggerens arbejde, og den
sammenhzng han indgar i.

Gennem modeldannelsen og den efterfalgende
undersggelse viste vores teoretiske model sig
utilstreekkelig i generelle trafiksituationer, men
udfra resultaterne vurderede vi, at den som
grundlag for mere omfattende modeller var
brugbar. Desuden viste det sig, at modelanven-
delse i dansk trafikplanlagningen overvejende
er begranset til empiriske og praktiske over-
vejelser, samt at rent teoretiske modeller i en
praktisk situation kun sjeldent anvendes.
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KAPITEL 1

Introduktion til problemstillingen

For det moderne menneske er motoriseret feerdsel en vigtig del af hverdagen. Alene i Danmark
oversteg antallet af karetajer i 1997-1998 1,8 mio, og antallet er stadigt stigende. Transportradet
vurderede i [Scen00], at biltrafikken vil stige med op til 50% frem til 2020.
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Figur 1.1: Personbilbestanden i Danmark for arene 1990-2000 (kilde: [Stat01])
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Sidelgbende med denne udvikling vokser kravene til kvalitet og effektivitet af transporten. Sik-
kerhed spiller en starre rolle end nogensinde, mens f.eks. miljgspargsmalet i forbindelse med
feerdsel har vaeret et aktuelt punkt pa den politiske dagsorden de sidste mange ar. Denne udvik-
ling stiller meget hgje krav til kvalitet og udformning af infrastrukturen generelt, men serligt
til en udbygning af eksisterende vejnet og konstruktion af nye, hvor man bade har hgj kapacitet
og stor effektivitet. En effektiv planleegningsproces kraever derfor et indgaende kendskab til den
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2 1. INTRODUKTION TIL PROBLEMSTILLINGEN

generelle opfarsel for trafik i ofte meget specielle situationer. Denne indsigt vil i hgj grad veere
empirisk baseret, men den beskrevne udvikling stiller nye krav til metoder, der kan effektivisere
processen bag opnéelsen af indsigt om trafik i specialiserede og komplekse situationer. Hvis
det var muligt at formulere praecise matematiske modeller, der kunne gengive grundleeggende
karakteristika for sadanne komplicerede situationer, ville man have en effektiv metode til dele
af planlaegningsprocessen. V.h.a. teoretiske metoder vil man kunne danne sig en omfattende
baggrundsindsigt, der vil kunne finde anvendelse i praktiske projekter. Med den ggede compu-
terkraft, er der samtidig basis for at formulere beregningsteknisk komplicerede modeller uden
tab af effektivitet. Men er det muligt at formulere brugbare matematiske modeller — og hvordan
kan disse anvendes i den moderne planlagningsproces? Det er disse overordnede spargsmal, der
danner udgangspunkt for denne rapport.

1.1 Problembeskrivelse og struktur

Vi vil i rapporten, Kapitel 2, fgrst opstille vores egen model udfra simple overvejelser og kort
vurdere denne samt anvendeligheden af denne modeltype for trafik generelt. Efterfalgende vil vi
i Kapitel 3 se pa anvendelsen af matematiske modeller i aktuel dansk trafikplanlegning. Hvornar
anvendes de og hvorfor? Hvordan er forholdet mellem anvendelsen af teoretiske modeller og
empiriske overvejelser i Danmark? Disse spargsmal vil blive overvejet med udgangspunkt i en
undersggelse af den sammenhang, der danner ramme om den typiske planlaegningsproces.

Slutteligt vil vi i Kapitel 4, 5 og 6 give en teoretisk behandling af vores egen model. Denne
vil blive anvendt pa nogle fa konstruerede, semipraktiske situationer, for derigennem at afdeekke
visse af modellens egenskaber og mangler i en matematisk sammenhang.

Jf. Figur 1.2

r | Matematiske moddller for trafik | -

. Opstilling af egen model

Modelanvendelsei trafikplaniagning =~ |
T~ Semipraktiske eksempler

"~ Vurdering og modelanvendelighed

Figur 1.2: Opbygningen af denne rapport.



KAPITEL 2

Trafi kproblemet —grundlaggende
model overvejelser

Vi vil i det falgende opstille en simpel model for trafik udfra kvalitative overvejelser for relativt
simple, konstruerede trafiksituationer. Formalet er dels at opstille selve den matematiske model,
men ogsa at danne et forelgbigt overblik over kompleksiteten af problemstillingen gennem vores
egen systemafgraeensning og valg i modeldannelsen. Grundleggende modelideer stammer fra
[Wohl67, kap. 11].

2.1 En generel trafiksituation

Hvis man skal gare sig noget hab om at opbygge en tilfredsstillende model for nogle omrader
af det generelle trafikproblem, er man ngdt til at se naermere pa, hvad der kendetegner trafik i
den generelle form. Som allerede naevnt er der tale om et meget komplekst feenomen, og det vil
veere alt for ambitigst at forvente, at det er muligt at lave en model, der afspejler alle aspekter.
Derimod kan det vise sig nyttigt at overveje den generelle trafiksituation pa flere forskellige
abstraktionsniveauer — og udfra disse udvelge elementer, vi forventer ville vare relevante,
hvis modellen skulle afspejle bestemte tendenser.
Lad os opdele i tre forskellige abstraktionsniveauer startende med det laveste:

1. Det strengt teoretiske niveau — et dynamisk system af objekter i indbyrdes afhangig
bevaegelse, typisk langt fra en stabil tilstand (den stabile tilstand er bevagelse, hvor af-
standen mellem karetgjerne er konstant, og disse beveeger sig med konstant fart).

3



4 2. TRAFIKPROBLEMET — GRUNDLAGGENDE MODELOVERVEJELSER

2. Karetgjer, der mangvreres af en farer, som dels reagerer direkte med acceleration p.g.a.
de gvrige karetgjers beveegelse, dels reagerer med en stokastisk /tilfeeldig faktor afhaengig
af den enkelte farer.

3. Karetgjer, som mangvreres af en farer, der reagerer pa en raeekke forskellige stimuli, farst
og fremmest betinget af den gvrige trafik, men ogsa af de evrige forhold i den givne
situation, dels i relation til omgivelserne, dels til den enkelte farer.

Nar vi skal veelge et udgangspunkt for modeldannelsen, er det mest narliggende at starte pa
laveste og letteste tilgeengelige abstraktionsniveau, det teoretiske niveau; og sa senere overveje,
hvilke faktorer fra hgjereliggende abstraktionsniveauer, der ville have varet relevante og hvor-
for.

2.1.1 Mikroskopiske og makroskopiske modelleringsmetoder

Indledende i denne modeldannelse er det vigtigt at gere sig klart, hvordan man veelger at betragte
trafik. Der er gjort rede for, at man pa laveste abstraktionsniveau arbejder med et dynamisk
system af indbyrdes afhangige objekter. Umiddelbart vil det veere intuitivt mest neerliggende at
viderefgre systemet af individuelle stgrrelser i modeldannelsen, d.v.s. at overveje hvert karetgj
for sig og i relation til de gvrige karetgjer — altsd en mikroskopisk tilgang. Det er imidlertid
vigtigt at bemaerke, at denne tilgang forst og fremmest sigter mod den kvalitative opfersel af
systemet udelukkende i relation til karetgjerne og disses beveegelse. D.v.s. en mere praktisk
orienteret anvendelse pa bestemte streekninger, implementering af konkrete maledata m.m. vil
naeppe vare relevant her. Dette er ikke nogen overraskelse, for det er en almindelig erfaring, at
trafiks opfarsel i en praktisk situation netop ikke kan generaliseres — de stokastiske faktorer har
her en alt for stor indflydelse (jf. igvrigt afsnit 2.2.2).

Omvendt kunne man veelge at se pa systemet som en overordnet, sammenhzangende starrelse
(hvor indre fluktuationer er uinteressante) — den sakaldt makroskopiske tilgang. Denne vil give
bedre muligheder for praktisk anvendelse pa faktiske vejstreekninger, fordi det er nemmere at
gere empiriske slutninger om helheden fremfor specifikke dele i en konkret, generel situation.
D.v.s. det er betydeligt lettere at passe rimelige bade deterministisk og stokastiske modeller ind,
nar man kun veelger at betragte helheden.

Vi har dog ikke yderligere grundlag for at vurdere, hvilken tilgang der vil veere mest re-
levant, men det ses umiddelbart, at der ved den makroskopiske metode gar mange data tabt,
eftersom vi undgar overvejelser om det enkelte karetgj. Da vi desuden er interesserede i en
kvalitativ/teoretisk beskrivelse af trafik, har den mikroskopiske model derfor sterst appel, og vi
veelger denne uden yderligere argumentation.
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Den mikroskopiske tilgang giver ogsa den umiddelbare fordel, at vi har velkendte matematisk-
fysiske starrelser til radighed, de kinematiske funktioner for et objekt i bevaegelse (makroskopisk
skulle vi have gjort uddybende overvejelser om beveegelsen af en trafikstram). Vi kan nemlig
anvende sted, fart og acceleration som funktion af tiden, hhv. z(t), v(t) og a(t) — for det farste
abstraktionsniveau, objekter i indbyrdes afhangig bevaegelse, bar dette faktisk veere tilstreek-
keligt, eftersom bevaegelsen af ethvert objekt i den klassiske fysik kan fastleegges fuldstendig
ved kendskab til en eller flere af dettes kinematiske funktioner (samt evt. begyndelsesvardier).
Vi kan derfor allerede nu forlange, at modellen skal beskrive de indbyrdes relationer mellem
karetgjernes kinematiske funktioner.

2.1.2 Reaktion og stimuli

Den typiske trafiksituation med et arbitraert antal keretgjer kan generelt betragtes som et dy-
namisk system langt fra ligevaegtstilstanden, d.v.s. vi har typisk ikke stabilitet; nogle steder er
der store huller, andre steder kgdannelse. P.g.a. systemets komplicerede karakter kan vi heller
ikke, som i mange situationer i fysikken, slutte, at der altid vil veere tale om udvikling mod
asymptotisk stabilitet (ligevagtstilstand efterhanden som tiden ¢ — oc). Den stokastiske faktor
i den faktiske situation bzrer en stor del af arsagen hertil, men som vi skal se, er det ogsa mu-
ligt at opstille deterministiske modeller, der afspejler denne opfarsel. Et naturligt udgangspunkt
er spgrgsmalet — hvilke muligheder har elementerne (karetgjerne) for at reagere i forhold til
hinanden, og under hvilke pavirkninger forekommer disse reaktioner?

Pa et helt overordnet, teoretisk niveau vil det vaere muligt for et karetgj at reagere pa pavirk-
ninger med arbitraer (begranset af karetgjets fysik samt vejen) beveegelse i to dimensioner. Det
er imidlertid indlysende, at sa frie reaktionsmuligheder for det farste ikke er realistiske og for
det andet vil veere uhyre vanskelige at beskrive generelt. Derfor vil vi simplificere til bevaegelse
i en enkelt dimension og desuden antage, at der ikke er mulighed for baneskift, samt at karetg-
jerne generelt “opfarer sig paent”! og folger trafikstremmen. Dette forenkler problemet en hel
del, eftersom bevaegelse i én dimension udelukkende er betinget af acceleration (deceleration).
D.v.s. ethvert karetaj har kun én reaktionsmulighed, acceleration.

Hvilke pavirkninger vil s3 medfare acceleration for et karetgj i en givet trafiksituation? For
at besvare dette spargsmal, ma vi ngdvendigvis forlade det rent fysiske abstraktionsniveau og
undersgge relevansen af de indbyrdes pavirkninger fra andet abstraktionsniveau. | den deter-
ministiske model ma det forholde sig saledes, at enhver reaktion (acceleration) er afhaengig af
de pavirkninger, stimuli, som fareren af karetgjet modtager til tiden ¢, og kun disse. D.v.s. for
karetgj m, 0 < m < n, hvor keretgj 0 er det forreste karetgj, forerkaretgjet, og keretgj n det

"Hermed menes, at de overholder fardelsloven og ikke laver pludselige, uventede mangvrer
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bagerste — i en trafiksituation med n + 1 keretgjer gaelder
[reaktion],, = fm (stimuli). (2.1)

Disse stimuli opdelte vi i indledningen til Afsnit 2.1 i pavirkninger p.g.a. de gvrige keretgjers
bevaegelse samt en stokastisk faktor. En sadan opdeling er naturligvis ret grov, men samtidig
ngdvendig fordi en betydelig del af stimuli virkelig er stokastisk betinget. En hjort, der pludse-
lig springer ud pa vejen, eller maske bare uforvarende acceleration fordi fareren sidder i egne
tanker er begge eksempler pa den stokastiske pavirkning. Selvom den stokastiske faktor kan
have stor betydning (uden denne ville vi ikke se mange trafikuheld), ma det generelt forholde
sig saledes, at bevagelser for et karetgj i trafiksituationen farst og fremmest er betinget af de
gvrige karetajers bevaegelse (Jf. igvrigt Afsnit 2.2.2 for neermere diskussion af stokastik overfor
determinisme i trafik.), d.v.s. (2.1) tager den generelle form, i situationen med n + 1 karetgjer.

[reaktion],, = f(zi(t),vi(t),a;(t)), 0<i<n.

Vi vil nu foretage en grundig undersggelse af sadanne stimuli og afgreense os til nogle fa re-
levante, preecise empiriske slutninger for, hvad keretgjer egentlig reagerer pa ved bevagelsen
af den gvrige trafik. For at dette kan geres pa meningsfyldt vis, er vi imidlertid ngdt til at ind-
skraenke den generelle trafiksituation til noget mere specifikt. Vi kan naturligvis ikke forvente,
at den indbyrdes afhangighed er ens pa f.eks. en hovedvej i myldretiden og en gde landevej
midt om natten.

2.2 Stimuli i en udvalgt trafiksituation

For at sikre relevansen og mangfoldigheden af de forskellige stimuli i forbindelse med bevee-
gelsen alene, har vi valgt at konstruere den situation, vi gnsker at overveje. Det skyldes farst og
fremmest, at de faktorer, vi vil/kan overveje er begraenset til en rekke konkrete trafiktilfaelde;
som vi skal se, kan disse overordnet samles under situationen landevej med moderat/teet trafik.
Det skal imidlertid straks bemaerkes, at denne metode til modeldannelse ikke vil begraense rele-
vans og generalitet af vores senere resultater — vi gnsker jo at lave kvalitative undersggelser af
trafik generelt v.h.a. matematiske modeller. Derfor er det faktisk meget narliggende at veelge et
stereotypt trafikeksempel som netop en sadan landeve;j.

2.2.1 Den typiske landevejssituation

Lad os overveje en trafiksituation med n + 1 keretgjer i moderat/teet trafik, d.v.s. en situation,
hvor afstanden mellem to pa hinanden fglgende karetgjer er sa relativt lille, at keretgjerne med
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rette kan kaldes afhaengige®. Lad da z,,(t), v, (t) 09 a,,(t) veere de kinematiske funktioner
(stedfunktion, fartfunktion og accelerationsfunktion) for keretgj m, 0 < m < n (d.v.s. karetgj m
kan ikke veere farerkaretgj). Spargsmalet er nu: Hvordan afhaenger disse af de gvrige karetgjers
kinematiske funktioner, z;(t), vi(t) 0g a;(t), 0 < i < n, hvor i # m?

Lad os farst indfgre en begraensning pa 4, sa der kun er tale om lokal afhengighed. For det
farste gar dette problemet simplere, for det andet er det urealistisk at lade et karetgj veere direkte
afhangigt at samtlige foranliggende og bagvedliggende. Vi kan umiddelbart indse, at karetaj m
typisk kun vil beveege sig afhaengigt af de foranliggende, d.v.s. vi forlanger at 0 < i < m.
Det kan argumenteres for, at denne afhaengighed, alt afhangig af farerens forsigtighed, vil vaere
begranset til de farste 3-4 foranliggende, men vi vil valge at begraense os til afhaengighed
af karetgjet umiddelbart foran. Lad os derfor forsgge at opstille de empiriske sammenhange
mellem de kinematiske funktioner for de to karetgjer for derved at opna en preaecis matematisk
formulering.

1. Enhver reaktion pa andringer i forankerendes bevaegelse til tiden ¢ vil farst optraede til
tiden ¢ + T, d.v.s. med en forsinkelse/reaktionstid 7' > 0.

2. Reaktion pa den relative afstand. Hvis afstanden mellem keretgj m og m — 1 ages, vil
keretgj m accelerere indtil opnaelse af maksimal fart, v,,.,. Vi ma antage, at jo sterre
afstand, jo sterre acceleration, d.v.s. vi kan opstille proportionalitetsforholdet

am () X Tpm—1(t) — 2 (2),

(bemeerk, at der her ikke er taget hgjde for, at der vil eksistere en vis sikkerhedsafstand

AZsikker)-

3. Tilsvarende, reaktion pa den relative fart. Hvis karetaj m — 1 beveeger sig med hgjere fart
end karetgj m, vil keretaj m accelerere indtil vy, 1(t) — vy, () = 0 eller vy,q,. Bemaerk,
at denne sammenhang i hgj grad minder om (og heenger sammen med) den tilsvarende
med relativ afstand. Defor kan vi opstille proportionalitetsforholdet

A (1) X Vpy—1(t) — vy ().

4. Reaktion relativt i forhold til den relative afstand til forankerende. Jo taettere man er pa
forankgrende, jo mere forsigtig vil man typisk veere.

5. Reaktion relativt i forhold til egen fart. Jo hurtigere man bevaeger sig, jo mere forsigtig
vil man veere, nar man accelererer (ogsa under deacceleration, af hensyn til de bagvedlig-
gende).

2De ngjagtige betingelser for afhzngighed, er ikke entydigt bestemt og afhenger af nzrmere situationsspecifikke
omstzndigheder sdsom vejr, vejens tilstand 0.s.v.
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Ovenstaende er indtil videre tilstraekkeligt til at kunne opstille en model, men antagelserne krae-
ver naturligvis nogen finpudsning og yderligere overvejelser. Vi vil opdele de enkelte faktorer
i to typer, fremmende og h&emmende faktorer, som sa kan kombineres i en endelig model. De
fremmende faktorer lader vi veere primert bestemmende for reaktionen, d.v.s. her kan f.eks. op-
stilles et direkte proportionalitetsforhold. Omvendt lader vi de heemmende, sekundere faktorer
veere begraensende for reaktionen p.g.a. den primeere faktor, d.v.s. reaktion kan antages omvendt
proportional hermed.

I den moderate/taette trafiksituation kan vi argumentere for, at der kun er én fremmende
faktor af betydning, den relative fart i forhold til forankgrende. Reaktion direkte betinget af den
relative afstand Az,iq15, €r usandsynlig, eftersom denne er sa relativt lille; reaktion direkte
betinget af egen fart er usandsynlig af samme grund — denne er sikkerhedsmaessigt betinget og
far forst indflydelse nar den nar en vis starrelse.

Pa baggrund af denne undersggelse, kan modellen nu opstilles. Vi vil antage, at reaktionen
er proportional med den relative fart i forhold til forankerende, hemmet af den relative afstand
(eller sagt pa en anden made, omvendt proportional med den relative afstand).

D.v.s. vi kan skrive

Vim—1(t) — v (2)
Tm—1(t) — Tm (1)’

am(t+T) =k (2.2)

hvor « er en proportionalitetskonstant. Det ligger i modelantagelserne, at z,,,—1(t) > =, (t);
derfor forlanges, at « > 0, svarende til acceleration (a,,(t + T') > 0), hvis vy, —1(t) > vy (t)
og deacceleration (a,,(t + T) < 0) safremt v, 1(t) < v, (¢). Bemark, at ligningen ikke
indeholder eksplicitte overvejelser angaende infrastrukturelle forhold som f.eks. hastighedsbe-
greensninger. Disse indgar kun implicit i den forstand, at det antages, at farerkeretgjet overholder
hastighedsbegraensningerne, d.v.s. v9 < veg(Svarende til, at reaktionen/acceleration for bag-
vedliggende ophgarer nar v; = vy).

Hvad kan vi sa egentlig fa ud af denne ligning? | farste omgang hverken noget anvende-
ligt kvalitativt eller for den sags skyld kvantitativt. Men den reprasenterer det afggrende skridt
i modeldannelsen, og sammenhangen mellem de kinematiske funktioner skal senere vise sig
at kunne anvendes til at udtale sig om stedfunktioner for systemer med mange karetgjer. Med
henblik pa den forestdende undersggelse af ligning (2.2), er det imidlertid hensigtsmaessigt at
simplificere kraftigt. For det farste vil vi antage, at 7' = 0, d.v.s. at reaktion forekommer gje-
blikkelig. Desuden antages, at den relative afstand ikke har nogen betydning; dette er en mar-
kant forenkling, der kun kan retfaerdiggares ved tilstraekkelig teet trafik (hvor, igen, den relative
afstand typisk er sa lille, at den af sikkerhedsmassige grunde ikke vil have indflydelse pa reak-
tionen).
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Vi har da ligningen

am(t) = A('Um—f—l (t) - 'Um(t))a (23)
svarende til

ai(t) = Avo(t) —vi(t))
az(t) = Avr(t) —va2(t))

an(t) = Aon-1(t) —vn(t)),

hvor vy(t) er en kendt funktion og A > 0 er en proportionalitetskonstant, som vi vil betegne
sensitivitetskoefficienten; den er et mal for, hvor kraftigt et keretgj reagerer pa en &ndring i den
relative fart. Vi vil ydermere antage, at A har samme veerdi for alle karetgjer i situationen —
dette er naturligvis en forholdsvis grov generalisering, eftersom bilister typisk reagerer forskel-
ligt. Imidlertid skal ovenstdende vise sig at veere et hensigtsmaessigt og tilstraekkeligt simpelt
udgangspunkt for en analytisk behandling af mikroskopiske modeller for trafik.

Dog vil vi nu kort argumentere for vort valg af en deterministisk fremfor stokastisk tilgang til
det mikroskopiske problem.

2.2.2 Determinisme vs. stokastik

Det er allerede navnt flere gange, at stokastiske faktorer vil have en betydelig indflydelse pa
den mikroskopiske situation. Reelt set burde vi derfor beskrive reaktionen for et karetgj m i
trafiksituationen ved stokastisk variabel R,, givet ved

R, = F,,(stimuli),

hvor F,, er en funktion af de stokastiske stimuli for karetgj m, d.v.s. den stokastiske reaktion
er en funktion af de stokastiske stimuli. Ovenstaende ma selvfglgelig forventes at give den mest
realistiske beskrivelse; men hvorfor veelges sa en deterministisk tilgang?

Dette skyldes farst og fremmest, at vi gnsker at behandle problemet med forholdsvis let-
tilgeengelige metoder. Den stokastiske situation vil meget hurtigt blive temmelig uoverskuelig,
og den ngdvendige matematik forholdsvis kompliceret. Desuden kan vi argumentere for, at un-
der visse forudsetninger er det acceptabelt at se deterministisk pa situationen. Vi vil antage, at
de stokastiske stimuli ikke er direkte afheengige af de deterministiske stimuli, d.v.s. vi antager
strengt deterministisk reaktion pa generelle faktorer som f.eks. den relative fart, afstand o.s.v. til
forankarende. 1 sa fald kan vi skrive den stokastiske reaktion som

Ry, = fm(stimuli) + X,
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hvor f,,, er den reaktion pa de deterministiske stimuli og X er en stokastisk variabel for de gvrige
stimuli. Hvis vi befinder os i grensetilfeeldet, hvor X er ignorabel i forhold til f,,(stimuli),
d.v.s. en trafiksituation hvor den deterministiske reaktion er af markant starre betydning 2 end
den stokastiske, kan vi tillade os at skrive

Rm ~ fm(Stimu") = [reaktion]m,dete'rministislc

Det er Kklart, at dette greensetilfelde vil svare til teet trafik med markant indbyrdes afhangighed,
hvor der saledes hverken er incitament eller for den sags skyld mulighed for stokastisk reaktion,
der kan have en reel indflydelse pa situationens udvikling. D.v.s. i dette tilfelde er det rimeligt
kun at anvende den deterministiske reaktion — og derfor er determinisme berettiget i vores
problem med moderat/teet trafik.

2.3 Envurdering af modeldannelsen

Vi har nu givet vores bud pa, hvordan en model for trafik kan udformes i forventningen om
at opna en “anvendelig beskrivelse” af faenomenet. Det er imidlertid allerede nu klart, at dette
oprindelige mal matte indskreenkes betydeligt. Dette giver samtidig modellen en anden karak-
ter, som vi allerede nu kan uddybe og vurdere fgr den videre matematiske teori og praktiske
vurdering. Allerede i opstillingen af de forskellige abstraktionsniveauer optradte den vurdering,
at trafik selv pa et relativt simpelt niveau er et i mange henseender temmelig uhangribeligt for-
tolkningsspgrgsmal praeget af bade fysisk-tekniske og kulturelle elementer. En trafikmodel vil
derfor aldrig kunne passes ind i en endegyldig, entydigt bestemt ramme uanset anstrengelserne
i modeldannelsen.
Ifalge [Skov90, p. 123], kan en systemudvikling baseres pa

1. entydigt fastlagt teori, ud fra hvilken man dels kan fa udpeget de vasentlige
elementer i modelobjektet samt hovedkoblingerne mellem disse elementer, og
dels kan fa et bud pa graden af den simplifikation der er foretaget;

2. eller ogsa pa en teoretisk indsigt udvalgt mellem forskellig konkurrerende te-
orier angaende modellens objektomrade;

3. eller ikke pa nogen teori, hvorfor systemafgraensningen bliver et udtryk for en
farste konceptuel fortolkning af modelobjektet.

Trods den manglende teoretiske baggrund for trafikmodelleringsproblemet, vil det dog neeppe
veere passende at kalde vores model for en generel tolkning af feenomenet trafik. Ved valget af

3Det er vanskeligt at tale om sammenlignelighed mellem disse starrelser — en “mindre” stokastisk reaktion kan
sagtens fa afgarende betydning for en trafiksituation.
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det teoretiske abstraktionsniveau alene, er denne snarere et udtryk for vores egen grundleeggende
tolkning af en generaliseret empirisk viden om trafik, som vi forventer at kunne formalisere i
en kobling mellem egne vurderinger og fysisk teori. Specifikt kan vi betragte den fundne model
som et forsgg pa formalisering af den fysisk-deterministiske baggrund, der danner grundlag for
selve den opgave at fare et karetgj under vekselvirkning med andre keretgjer.

Denne systemafgreensning setter i sig selv begreensninger pa det oprindelige objekt, generel
trafik i praksis. Dette matte reduceres til en mere specifik, semipraktisk situation, idet vi gnskede
at bevare aspekter af det oprindelige objekt.

Dette skal ikke opfattes som et desperat forsgg pa at passe en model ind i en forkert sammen-
haeng, men derimod som et forsgg pa at fastholde det oprindelige mal i vores simple tolkning.
Dette kan vise sig frugtbart i den forstand, at den fysisk-deterministiske tolkning af trafikkens
opfarsel selv i den semipraktiske situation i visse henseender vil fremsta entydig og ydermere
baserer sig pa et velkendt teoretisk grundlag. Den simple model vil derfor udmarke sig som
grundlag for videre modeludvikling og raffinering i en udvidet systemafgreensning, der raeekker
ud over de semipraktiske situationer.

Af samme grund vil det ogsa vere optimistisk at forvente, at modellen kan fa nogen egentlig
deskriptiv betydning i praktiske situationer. Den skal snarere opfattes som en formalisering af
dele af det grundlag, der kan danne basis for en videre modeludvikling. | de falgende kapitler vil
vi indfgre den relevante matematiske abstraktion, der kan danne grundlag for en mere handgri-
belig modelanvendelse, analyse og vurdering, og slutteligt sammenholde disse med dette afsnit.






KAPITEL 3

Trafl kplanlagning og model anvendel se

Hvem anvender modeller for trafik? Pa det teoretiske plan finder vi fysikeren og matematikeren,
der har en faglig interesse i at opna en tilfredsstillende beskrivelse af, hvorfor specifikke faeno-
mener opstar i en bestemt trafiksituation. Pa det praktiske plan finder vi trafikplanleeggeren, for
hvem de teoretiske modeller bliver et nyttigt veerktgj i planleegningsarbejdet, hvor det ogsa er
vigtigt at kunne udtale sig om, hvornar f&enomenerne forekommer? Det er derfor indlysende, at
der er en grundlaeggende forskel mellem disse anvendelsesplaner, det teoretiske og det praktiske.

I det falgende vil vi med udgangspunkt i en analyse af den sammenhang, trafikplanlaegge-
rens arbejde indgar her i Danmark, forsgge at belyse spargsmalene, hvornar, hvordan og hvor-
for sezerligt mikroskopiske modeller anvendes i praksis. Hvilke andre modeltyper bruges foruden
disse, og hvad er gevinsten herved? Hvordan foregar planlegning af sterre projekter i praksis;
dette undersgges udfra et konkret eksempel, den planlagte tredje Limfjordsforbindelse.

Analysen er dels baseret pa et interview med en trafikplanlaegger tilknyttet Institut for Sam-
fundsudvikling og Planlaegning pa Aalborg Universitet, Anker Lohmann-Hansen, dels [Wohl67,
kapitel 1-2], en @ldre bog om de generelle teoretiske aspekter af planleegningsprocessen. Gen-
nem vores arbejde med problemet viste de to kildetyper sig sa afgerende forskellige, at vi har
fundet det relevant med et kort afsnit om kontekstuel metode.

3.1 Kontekstuel metode

Som navnt er dette kapitel baseret pa to forskellige kildetyper, litteratur og interview med en
trafikplanlaegger. Sidstnavnte blev relevant, idet vi fandt det ngdvendigt for en fyldestgarende
besvarelse af spgrgsmalene: Hvornar og hvordan anvendes trafikmodeller i Danmark idag? |

13
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praksis formulerede vi en reekke kortfattede, vejledende spargsmal, som vi mente, var deekkende
for vores grundlaeggende spgrgsmal: Hvad, hvornar, hvordan og hvorfor? Disse udgjorde sa den
rgde trad for interviewet, der blev optaget pa band og dernast diskuteret og vurderet i forhold
til de oplysninger, vi havde fundet i litteraturen. Desuden gjorde Anker Lohmann-Hansen kort
rede for den specifikke planleegningsproces i forbindelse med den tredje Limfjordsforbindelse.
Det viste sig i forlgbet, at teori og praksis er to vidt forskellige starrelser i planleegning. Vi fandt
det relevant at skelne mellem tre planleegningsniveauer — teori, teoretisk praksis og ren praksis
(jf. Figur 3.1). Teoretisk praksis skal opfattes som det teoretiske grundlag for trafikplanleegning
netop her i landet — ren praksis er anvendelse af denne teoretiske praksis med de implikationer,
der nu matte forekomme. Sammenhangen mellem disse niveauer vil blive diskuteret naermere i
de falgende afsnit.

Teori
|
Teoretisk praksis Generel planlagning i Danmark
Ren praksis ——— Specifik planlagning i Danmark

Figur 3.1: De forskellige niveauer i planlaegning

3.2 Trafikplanlegning og samfundet

Hvad er trafikplanlaegning? Overordnet vil vi betragte det som en metode til teknisk forbedring
af en infrastruktur med hensyntagen til alle de mange grupper, der pa en eller anden made
har interesse i, at netop denne del af infrastrukturen fungerer optimalt. | det fglgende vil vi kun
overveje den del af infrastrukturen, der har relevans for netop vores projekt — vejnetverket. Det
er veerd at bemarke, at denne opfattelse ger trafikplanlegning til et bade teknisk-objektivt og
samfundsmaessigt-subjektivt begreb i den forstand, at de tekniske lgsninger altid skal udformes
pa baggrund af en vaegtning af interessegruppernes krav og gnsker. Infrastrukturen vedrarer os
alle, og den videnskabelige proces skal derfor altid tilpasses samfundets krav.

Altsd, den styrende faktor i planlegningsprocessen er samfundet. Underordnet dette finder
vi den professionelle planleegger, trafikplanlaeggeren, der med kendskab til de videnskabelige
planleegningsmetoder dels fungerer som samfundets kilde til objektiv information og radgiv-
ning om effektiv planlagning, dels som den person, der i praksis skal implementere en bestemt
planleegningslasning. | trafikplanleeggerens arbejdsproces vil der saledes findes to overordnede
aspekter, det tekniske og det samfundsrelaterede. Pa det tekniske plan er man interesseret i vi-
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denskabelige metoder til at give en objektiv fremstilling af lgsningsalternativer til et problem
ved konkret at opstille en relevant model, der enten kan give indblik i direkte problemstillinger,
eller mere specifikt tiloyde sammenligninger mellem mere skjulte, numeriske starrelser i alter-
nativet (teethed m.m.). Lasningsmetoderne kan vare bade konkrete og abstrakte; der kan veere
tale om fysiske andringer af en vejstraeekning — eller der kan veere tale om forslag til politiske
indgreb for at mindske eller andre trafikmangden pa en streekning. Trafikplanleggerens frem-
stilling skal da danne grundlag for en vurdering, der kan raekke ud over det rent videnskabelige
— en sadan vurdering kan veare bade objektiv og subjektiv. Hensyn til fremkommelighed er en
logisk, objektiv vurdering, mens vurdering af knap sa konkrete aspekter som f.eks. ulykkesrate
(og alvorligheden af ulykker) typisk vil underkastes en mere irrationel vurdering. Sikkerhed pri-
oriteres jo uforholdsmaessigt hgijt i forhold til andre aspekter, men dette bunder i den subjektive,
ikke-videnskabelige vurdering. Ngdvendigheden af sadanne ikke-videnskabelige vurderinger
kan naturligvis papeges af trafikplanleeggeren, men den videre vurdering er samfundets, altsa de
politiske organers, opgave. Dog er det vigtigt for planlaeggeren at veere tilstraekkelig objektiv i en
evt. radgivningsopgave for derved at sikre et solidt videnskabeligt fundament for den politiske
beslutning.

Omvendt, hvis der f.eks. har veeret nogle fa, meget alvorlige trafikuheld pa en vejstreekning,
kan utrygheden i opinionen medfare et konkret problem, der dernast ma arbejdes ind i en vi-
denskabelig sammenhang af trafikplanleeggeren. Infrastrukturelle problemer kan saledes opsta
ad flere forskellige veje. Se igvrigt Figur 3.2.

[ Planl agningsproblem ] - - - -= Trafikplanlagger

L gsningsalternativer
Samfund

|

Problemlasning

Figur 3.2: Lesning af planlegningsproblemer. Trafikplanlaeggeren optraeder som redskab, han
anvendes af samfundet.

Ifalge Anker Lohmann-Hansen er det afgerende at forsta, at i trafikplanlegning er teknik
og samfundsrelationer to uadskillelige starrelser. Som eksempel navnte han tidsbesparelse pa
en vejstreekning. Denne parameter har to sider; dels er der tale om en numerisk starrelse, der
kan indga konkret i videnskabelige vurderinger og mere direkte beregninger pa vejstreekningen.
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Men en tidsbesparelse er ogsa relateret til samfundet i den forstand, at den repraesenterer en
gkonomisk gevinst; jo mere effektivt, vores vejnet er, jo billigere produktion. P4 samme made
er en tidshesparelse &kvivalent med mindre kedannelse, der igen vil medfgre mindre forurening
og mindre stgj. Grafen i Figur 3.3 viser sammenhangen mellem trafiktaetheden og det gennem-
snitlige tidsforbrug. Jo sterre teethed, jo starre tidsforbrug, d.v.s. tab for samfundet.

Tidsforbrug
A

M agningspunkt

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

Antal biler

Figur 3.3: Sammenhang mellem tidsforbrug og antal keretgjer

Man har et konkret planleegningsproblem, hvis tidsforbruget er sa stort, at streekningens maet-
ningspunkt er naet, d.v.s. fremkommeligheden er markant nedsat i forhold til det minimale
tidsforbrug uden kedannelse. | grove treek bestar trafikplanleeggerens opgave da i at &endre pa
kurven, sa matningspunktet er uden for reekkevidde. Dette kan gares eksplicit ved at udjevne
kurven, altsa &ndre vejstreekningens kapacitet. En mere implicit metode vil veare at nedsatte
antallet af karetgjer, f.eks. gennem afgifter, omdirigering af keretgjer m.m., der nedsetter an-
vendelsen af straekningen. Begge metoder er relevante, og de viser tydeligt, at lgsningen til
optimeringsproblemet ikke er et rent videnskabeligt anliggende.

3.3 Trafikplanlzggere i Danmark

Vi konstaterede i Afsnit 3.2, at trafikplanleeggerens metode er og ber vere videnskabelig for
at sikre den objektive del af et politisk beslutningsgrundlag. Men i hvilke tilfeelde er konkret
modelanvendelse, bade matematisk og empirisk, relevant her i landet? For at besvare dette
spergsmal er det neerliggende ferst at overveje, hvor trafikplanleggere egentlig befinder sig i
samfundet.

Her i landet kan man skelne mellem en raekke forholdsvis afgreensede omrader, indenfor
hvilke trafikplanleeggeren arbejder med vejplanleegning m.m. Det politiske omrade er naturlig-
vis mest relevant, eftersom langt starstedelen af det danske vejnetvaerk er offentligt ejet. Den
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struktur, der danner ramme om vejplanlaegning, er et direkte produkt af den decentrale struktur,
der karakteriserer opbygningen af vort samfund. I politisk, direkte samfundsrelateret sammen-
haeng vil man skelne mellem trafikplanlaeggere i hhv. stat, amt og kommune — og indenfor disse
planer er arbejdsopgaverne ngje fordelt. Ifalge Anker Lohmann-Hansen kendetegnes planlaeg-
gerens opgave indenfor de enkelte niveauer som falger, jf. desuden Figur 3.4:

Stat Pa statsligt niveau findes planlaeggeren i styrelser under trafikministeriet. Bl.a. kan na&vnes
vejdirektoratet, feerdselsstyrelsen o.s.v., organer, der varetager en lgbende infrastrukture-
valuering og politisk radgivning. Pa dette niveau er modelanvendelsen indlejret i organi-
sationen.

Amt Trafikplanlaeegning pa amtskommunalt niveau afspejler ngje amtets opgaver, idet en plan-
leegger bl.a. beskaftiger sig med trafikkampagner og kollektiv trafik. Radgivning og prog-
noser for vejnetveerk er kun en del af arbejdsopgaven, men modelanvendelse er ogsa her
relevant — de fleste amtskommuner har deres egen trafikplan.

Kommune Pa kommunalt niveau vil der vare tale om byplanlaegning, etablering af nye kom-
muneveje pa et overvejende kvalitativt niveau. Modelanvendelsen finder kun i ringe ud-
streekning sted i mindre kommuner, hvor den er begraenset til simple praktiske analyser,
bilteelling o.1.; der vil sjeldent veere basis for yderligere teoretisk arbejde.

Radgivningsfirmaer
|

| Det offentlige |
]

Amt - -------- Stat —~—------- Kommune

Figur 3.4: Skitse af den hovedsageligt politisk kontrollerede struktur, planleeggeren indgar i.

Pa alle de politiske niveauer anvendes trafikplanlaeeggere hyppigt i form af konsulentbistand fra
private firmaer. Szrligt pa amtskommunalt og kommunalt niveau er dette en oplagt lgsning p.g.a.
de store omkostninger, der ville veere forbundet med at have et fast hold af planlaeggere. Blandt
de starste danske firmaer, der udbyder denne type radgivende bistand, er Carl Bro, CowiConsult
og Ramboll. Derudover kan man finde trafikplanleggere indenfor de indtil videre relativt fa
dele af infrastrukturen (specifikt vejnettet), der ikke er direkte statsejede (men hvor staten f.eks.
har aktiemajoriteten); bl.a. Storebaltsbroen samt @resundsforbindelsen. Slutteligt arbejder en
mindre gruppe af planleeggere pa forskningsinstitutioner.
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Afsluttende naevnte Anker Lohmann-Hansen, at trafikplanleegning her i landet farst i lgbet
af de seneste ti ar er blevet “relevant pa ny”. Energikrisen i 1980’erne medfarte et drastisk fald i
trafikmaengden, og den efterfalgende normalisering ledte planleeggere og radgivere til den fejl-
agtige slutning, at trafikmangden nu var stabil. Dette farte til, at mange projekter blev arkiveret,
og trafikplanleegning var sa godt som ikke eksisterende frem til starten af 90’erne. Her vendte
udviklingen, og i dag er trafikplanleegning mere relevant end nogensinde. Mengden af trafik er
steget gennem de sidste ti ar, og trafikplanlaeggeren nar knap nok at fa lgst et problem inden,
det neeste dukker op. Alvorlige kedannelser forekommer dagligt pa motorveje og indfaldsveje
omkring Kebenhavn og i de sterre byer. En effektiv infrastruktur — eller en begransning af
motorfeerdslen — er derfor afgerende.

3.3.1 Planlegningsmodeller — udformning og metode

| forbindelse med trafikplanlaegning er det vanskeligt at udpege en sarlig modeltype, der kan
anvendes generelt. Modelanvendelse, hvis den overhovedet finder sted, afhenger i hgj grad af
problemets karakter og de bagvedliggende samfundsmaessige krav til en lgsning. En model kan
veere eksakt, den kan veere overvejende empirisk, rent empirisk — eller der kan vaere tale om
geet og forsgg pa at objektivisere subjektive vurderinger i en konkret, formel opstilling (cost-
benefit modeller). Selvom det matematiske aspekt kun er en del af modellen, er metoden til
modeldannelsen ifglge Anker Lohmann-Hansen den samme, som vi har anvendt i Kapitel 2.
Modelbegrebet er en systemafgransning, en forenkling af virkeligheden, der er af s objektiv
karakter, at der pa en eller anden made kan tales om objektiv, videnskabelig sammenlignelighed
med givne alternativer. Planleeggeren er imidlertid ikke sa ngjeregnende hvad angar en bestemt
modeltypes ngjagtighed — Anker Lohmann-Hansen papegede, at en model skulle give en “ri-
melig beskrivelse af virkeligheden” og samtidig veere “handterbar i praksis”.

Disse krav gar komplicerede matematiske modeller relativt uinteressante i de fleste situatio-
ner. Det er muligt at opstille tilfredsstillende empirisk baserede formeludtryk for f.eks. kapacitet,
fremkommelighed m.m. pa en vejstreekning. Den empiriske dimension og de mere kvalitative
overvejelser er ifglge Anker Lohmann-Hansen afggrende, i det mindste i Danmark. Empiriske
modeller er typisk fuldt ud tilstreekkelige, for beregningers fuldsteendige ngjagtighed er sjeeldent
afgerende; man kan under alle omstaendigheder kun foretage fysiske gradueringer af vejud-
formning/starrelse indenfor de fastlagte rammer. | det falgende vil vi undersgge disse metoder
nermere og udpege de kvalitativ-empiriske og matematiske overvejelser, der vil indga i model-
opstillingen for ethvert starre vejplanlaegningsprojekt.

Et planleegningsproblem opstar typisk af en reekke af starre eller mindre problemer, der giver
anledning til undersggelse af lasningsmuligheder. Umiddelbart er det da planleeggerens opgave
at foretage en konkret, tiloundsgaende problemidentificering og -analyse samt undersage, hvil-



3.3. TRAFIKPLANLZAGGERE | DANMARK 19

ken effekt en mulig &ndring ville have pa disse problemer. Hvilke variable skal medregnes, og
hvilke overvejelser skal indga for at fa det bedste resultat for det konkrete problem? Pa basis
af en sadan kvalitativ undersggelse, kan planleggeren opstille en simpel model til at undersgge
alternativers indflydelse pa de relevante variable. | starre situationer vil det typisk veere ner-
liggende at undersgge numeriske starrelser naermere, hvorfor modellen kan underbygges af et
datamateriale for det naerveerende problem (idag registreres sadanne typisk v.h.a. EDB, en ud-
vikling, der har gjort denne del af planleegningsopgaven betydeligt lettere sammenlignet med
tidligere).

Dataindsamling,
analyse og testning

Bestemmelse af : Segen efter og Evaluering af Modificering af
mél, formal dformning af specialisering af Itern ti\? mél oglell rg
al, formalog |-l gcemmodel [ ! al || alternative |=| maloglelle
problem alt(.ernatlve ‘?'95'9”5 designs gendefinering af
til overvejselse problem

Figur 3.5: lllustration af fremgangsmade for typisk konstruktion af en model (inspireret af
[Wohl67, p. 8]).

Et studie af disse data vil give et estimat af trafiksituationen hidtil, og pd baggrund heraf er
det planlaeeggerens opgave at udforme et lgsningsforslag, der bedst optimerer trafiksituation nu
samt den forventede fremtidige trafiksituation. En sadan undersggelse af trafiksituationen vil
typisk basere sig pa let sammenlignelige numeriske starrelser, der er statistisk effektive, saledes
at en rimelig vurdering af den fremtidige situation kan gives og anvendes. Trafikplanlaeggeren
er derfor ngdt til at foretage en problematisering

Komposition: Hvilken slags trafik er i bevaegelse og dets karakteristika — hvordan er forde-
lingen mellem de to generelle klasser af karetgjer, transport af mennesker eller transport
af gods?

Volumen: Hvor meget trafik er i beveegelse?
Udgangspunkt og mal: Hvor beveeger trafikken sig til og fra?
Kvalitet: Hvordan beveeger trafikken med henblik pa komfort, beveegelseshastighed?

Udgifter: Hvor dyr er trafikbevaegelsen? Vil brugeren drage nytte af evt. &ndringer?

For at sikre den tidligere naevnte objektive, videnskabelige vurdering i planlegningsprocessen,
er det afgarende, at evalueringen af alternativer og design af lgsninger generelt foregar under en
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for det pagzldende samfund ensartet metode og kriterier. Et fast st af betingelser og kriterier
sikrer desuden en vis homogenitet, i den generelle infrastruktur, og det hgjner effektiviteten.
Dette stiller krav til samarbejdet mellem de politiske niveauer, der er involveret i planleegningen
— d.v.s. en effektiv styring og koordinering af planleegningsmal i de decentrale politiske organer
er afggrende for planlaggeren.

Hvornar har man sa fundet den optimale lgsning? Dette afhanger af de forhold, under hvilke
lgsningsforslagene bliver evalueret. Oftest vil lgsningsforslagene indsnavres udfra de kvalita-
tive krav til lgsningen, hvorefter man med kun et enkelt forslag tilbage kan undersage forskellige
dybere lgsningsmuligheder i dette forslag m.h.t. neermere udformning o.s.v. Typisk vil en gko-
nomisk analyse veegte tungt i sadanne overvejelser. | tilknytning bl.a. hertil er det ogsa vigtigt
i denne sidste del af planleegningsprocessen at genoverveje relevansen af projektet. Hvorfor er
udfarelsen ngdvendig? Hvorfor skal lgsningen vere netop sadan? Kan udfarelsen evt. vente?

Anvendelse af mikroskopiske modeller

Vi vil nu kort uddybe pa anvendelsen af mikroskopiske modeller i Danmark — modeller af den
mere rene, teoretiske type, som vi fandt frem til i modeldannelsen, Kapitel 2.

Ifalge Anker Lohmann-Hansen har anvendelsen af eksakte modeller faktisk aldrig veeret
voldsomt relevant i Danmark — man har hovedsageligt knyttet overvejelserne op pa praktiske,
kvalitative overvejelser og empirisk baserede modeller.

De mere abstrakte modelmetoder (bl.a. mikromodellerne, som vi har overvejet) opstod op-
rindeligt forholdsvis tidligt i USA, men anvendelsen af disse er farst blevet relevant i Danmark i
lgbet af de sidste 30 ar. Farst i 1970’erne var bilteetheden sa hgj her i landet, som den var i USA
allerede i starten af 1920’erne. Pa det sidste, med de nye muligheder for simulering og EDB-
beregninger, er starre og mere komplicerede modeller blevet relevante. Specifikt mikromodeller
har veeret relativt uinteressante indtil for nyligt — men de bruges fortrinsvis til fremkomme-
lighedsanalyser pa motorvejsstreekninger og komplicerede planlegningsproblemer som f.eks.
optimering af grentider i koblinger af mange lyskryds. Det er dog afggrende at pointere, at
sadanne problemer naeppe er hverdagsarbejde for en dansk trafikplanlaegger.

3.4 Eteksempel — den tredje Limfjordsforbindelse

| dette afsnit eksemplificeres planleegningsprocessen i Danmark og modelanvendelsen med ud-
gangspunkt i problematikken angaende den planlagte tredje Limfjordsforbindelse. Ifalge Anker
Lohmann-Hansen er Limfjordstunnelen et af de mest befeerdede omrader udenfor hovedstads-
omradet; og med den fortsat stigende meengde trafik er spgrgsmalet om en udvidelse af den
nuvarende Igsning med hhv. Limfjordsbroen og Limfjordstunnelen hgjaktuelt. For tiden stiger
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trafikken 2,5% arligt i tunnelen og 1,5% pa broen. Modelberegninger siger, at den samlede trafik
over Limfjorden i 2015 vil nerme sig 120.000 keretgjer per dggn, hvilket er ca. 35.000 keretg-
jer mere end i dag (kilde: [InfStruk00Q]). Dette er problematisk, idet de nuvaerende forbindelser
over Limfjorden kun har en begreenset kapacitetsreserve. En forggelse af trafikken over broen
vil desuden heller ikke veere gnskveerdig i den forstand, at dette ville forgge trafikmangden
samt miljg- og stejgener i Aalborg midtby, der i forvejen er belastet hvad dette angar. Altsa,
det konkrete problem er opstaet i en praktisk sammenheeng, hvor modelmetoder dernzst har
indikeret, at problemet blot var i sin tidlige fase. D.v.s. pa kommunalt niveau havde man her
et planleegningsproblem, der skulle lgses mest hensigtsmaessigt. Oprindeligt sggte man en po-
litisk regulering, idet Aalborg Kommune ved en revision af handlingsplanen for trafik og miljg
undersggte muligheden for at pavirke udviklingen af trafikken over Limfjorden ved en konse-
kvent styring af trafikudviklingen i byen og en bedre tilretteleeggelse af den kollektive trafik.
Deres konklusion var, at dette kun ville have en mindre indflydelse pa trafikken over fjorden.
Pa baggrund af dette og udviklingen i den regionale trafiksituation, har der leenge veeret dis-
kussioner om muligheden for en ny Limfjordsforbindelse til at klare den ggede trafik og aflaste
de eksisterende forbindelser; altsa en konkret, fysisk udvidelse som lgsningsmulighed. Der har
veeret praesenteret adskillige lgsningsforslag, med vidt forskellige argumentation, men tilbage i
Kommuneplanen star for gjeblikket to alternativer.

1. En vestlig tunnelforbindelse ved Lindholm.

2. En udbygning af den eksisterende tunnel med en gstlig parelleltunnel.

For en naermere beskrivelse af disse to alternativer jf. [InfStruk00] — se desuden Figur 3.6.

3.4.1 Lindholmlinien

Lindholmlgsningen forudsetter, at vestvejen er etableret. Vestvejen er den planlagte vej, som
skal fungere som omfartsvej vest om Aalborg. Ved Lindholm-alternativet spiller vestvejen en
central rolle, idet denne i givet fald skal fungere som forbindelse til denne nye fjordkrydsning.
Selve fjordkrydsningen er placeret taet pa byen for at treekke s& meget trafik vaek fra broen,
og dermed midtbyen, som mulig; dette gar den til en interessant lgsning i det lokalpolitiske
perspektiv, hvor der arbejdes hardt for at nedsatte trafikken i midtbyen.

Lindholmlinien har tilsvarende markante negative konsekvenser for trafik- og miljgsituatio-
nen i Vestbyen. | dette omrade ligger arealreservationer, som har til formal at holde stedet fri for
bebyggelse, med henblik pa den fremtidige anleeggelse af den planlagte Vestvej. Disse omrader
fremstar i dag som grgnne arealer i Vestbyen og det ville uden tvivl udlgse protester, hvis linien
og dermed Vestvejen bygges. Desuden bestar Vestbyen hovedsageligt af villakvarterer, og Lind-
holmslinien ville utvivisomt medfare et markant fald i ejendomsvardien, foruden de adskillige



22 3. TRAFIKPLANLZAGNING OG MODELANVENDELSE

\Pnrdltllum.l

ki

s

filsluining

Figur 3.6: lllustration, der bl.a. viser Lindholmlinien og paralleltunnelen (kilde: [InfStruk00]).

mere skjulte gener, en sa central vej ville give. Den forventede stigende mangde trafik ville
kun forveerre disse umiddelbare konsekvenser, samtidig med at streekningen vil optreede som en
starre og starre barriere i mellem Vestbyen og det gvrige Aalborg.

Alternativet med paralleltunnelen bygger pa en udvidelse af den eksisterende Limfjordstun-
nel med to nye tunnelrgr placeret gst for de eksisterende. Reelt er dette en udvidelse fra seks
spor til ti, hvoraf de to skal fungere som ngdspor. Tunnelen har den afggrende positive effekt,
modsat Limfjordsbroen, at store mangder trafik ledes udenom Aalborg midtby. Placeringen af
tunnelen er dog en ulempe, eftersom forbindelsen ikke er naer sa attraktiv som broen for lokal-
trafikken fra Ngrresundby og det vestlige Aalborg. En paralleltunnel vil derfor naeppe hjeelpe til
at aflaste Limfjordsbroen yderligere men kun til at styrke selve tunnelforbindelsen og handtere
den voksende trafikmangde i denne. Hvis man betragter Figur 3.6, ses det tydeligt, at for de bi-
lister som befinder sig inde i midtbyen og nu bruger broen, vil det veere for langt og besveerligt
at benytte tunneloverfarten. Bliver Lindholmlinien derimod etableret, vil det tidsmaessigt kunne
svare sig for billister i Aalborg midtby, som skal over fjorden, at benytte denne nye overfart.
Dog, en yderligere fordel ved etablering af nye tunnelrgr ville vere, at dette kunne sikre en
generelt mere stabil afvikling af tunneltrafikken. Limfjordstunnelen er idag meget fglsom over-
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for reparationer, trafikuheld o.s.v., og afviklingsproblemer forekommer ofte. Ved en udbygning
med 4 spor, deraf 2 ngdspor, vil man kraftigt reducere falsomheden og dermed effektiviteten.

For at sikre at alle umiddelbare aspekter af dette meget store planleegningsproblem vareta-
ges sa hensigtsmaessigt som muligt, har Aalborg Kommune i de forelgbige undersggelser lagt
stor veegt pa et kvalificeret og gennemarbejdet beslutningsgrundlag. Infrastrukturudvalget har
derfor bl.a. foretaget en analyse, der viser at langturstrafikken er 5% starre end hidtil antaget, og
kortturstrafikken er tilsvarende 5% mindre. Disse nye tal giver ikke anledning til en forandret
vurdering af en paralleltunnel, men de betyder, at en Lindholmlinie vil komme til at beere en
starre mangden trafik end farst antaget, da bilister pa leengere ture vil foretreekke at kere uden
om Aalborg midtby. Dette er endnu et argument for at vaelge denne Igsning, og samtidig et vig-
tigt eksempel pa, hvordan modelleringsmetoder ogsa i praksis er uundvarlige i udsortering og
overvejelen af lgsningsalternativer.

3.4.2 Udsortering af lgsningsforslag — gkonomi

En fremtidig tredje Limfjordsforbindelse er allerede en realitet — spargsmalet er blot hvordan?
Der kan opstilles argumenter bade for og imod de to tilbageveerende lgsninger, men det star-
ste problem i lgsningsvalget er af gkonomisk karakter. Alle de politiske niveauer i Danmark
har pligt til at sgrge for bade vedligeholdelse af egne veje og fremkommelighed pa disse. Ved
udbygning af tunnelen star det klart, at staten her skal betale.

Men safremt beslutningen falder pa Vestvejen og Lindholmlinien star det uklart, hvem der
skal betale de 2,2 mia, som prisen er vurderet til (kilde: [InfStruk00]). Anker Lohmann-Hansen
pointerede, at det vil vaere umuligt for Aalborg Kommunen at betale, eftersom det kommunale
budget pa ingen made kan handtere sa voldsom en udgift. | amtets 2001-budget er afsat knap
17 mio (kilde: Nordjyllands Amt) til vejanleg, og en investering pa flere milliarder i et en-
kelt udbygningsprojekt er usandsynlig. Reelt set er der derfor kun staten, der har midlerne til
realisering af linien. Pa dette politiske niveau er det afggrende spargsmal imidlertid, hvorvidt
en Lindholmsforbindelse kan garantere, at der ikke vil blive behov for en senere udbygning af
Limfjordstunnelen. Det vil neeppe vare tilfeeldet med den stadigt voksende trafikmangde og det
samtidige vedligeholdelsesarbejde, der altid er ved tunnelen. Derfor er staten ogsa tilbagehol-
dende med at placere den store investering i en ny forbindelse.

3.4.3 Vurdering af den praktiske problemstilling

Eksemplet med den tredje Limfjordsforbindelse illustrerer gennemgaende mange af de forhold
og begreber, vi har vaeret inde pa i undersggelsen af planleeggerens arbejde og arbejdsrammer.
Den viser tydeligt den omfattende teori og analyse, der ligger i udarbejdning af alternativer til
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starre projekter; men specielt betydningen af de mange mere uhandgribelige faktorer i planleg-
ningen star frem. Hvilke interessegrupper skal der tages mest hensyn til — de indbyggere, der
bor udenfor Aalborg og kan nyde godt af en ny forbindelse udenom Aalborg? Eller boligejerne
i Vestbyen, der hverken gnsker stgjgener eller faldende ejendomspriser? Der kan opstilles et
veeld af sadanne faktorer, der er uhyre vanskelige og politisk farlige at veerdisette og anvende
i beregninger, men et forsgg herpa kan ofte give et vigtigt indblik. Trafikplanlegning er en ba-
lancegang, hvor de videnskabelige faktorer for samfundet er relativt uinteressante. Det er de
sma ting, der griber ind i vores hverdag, der er af afgarende betydning. Den endelige verdisat-
ning af disse starrelser er derfor ogsa i sidste ende et politisk anliggende, og det er naeppe heller
overraskende, at den tredje Limfjordsforbindelse indtil videre er strandet pa forhandlingsniveau.

Der er direkte politiske komplikationer, skonomiske komplikationer og interessekonflikter,
der kan treekke projektet i langdrag. Dette viser tydeligt, at den glatte, praktisk teoretiske beskri-
velse af planlaegning i Danmark ikke eksisterer i realiteten. | den praktisk teoretiske beskrivelse
beskrev vi samspillet mellem politiske organer og trafikplanleeggeren — men den afggrende
faktor i planleegningsprocessen er reelt set den politiske beslutningsproces, der i virkeligheden
ligger ud over planlaeggerens arbejdsomrade.

Med hensyn til modelanvendelsen, star det umiddelbart klart, at de empirisk-teoretiske ana-
lyser i et projekt af denne starrelse er langt mere veerdifulde end rene teoretiske overvejelser.
Problemet indgar i en stor og meget kompleks sammenhang, hvor empiri og konkrete malinger
altid vil vaere mest oplagt (og mest brugbar). Pa baggrund af dette er det sa relevant at overveje,
om teoretiske modeller overhovedet kan anvendes i praksis? Hvor bruger man den modeltype,
vi har set pa i Kapitel 2? Fglgende afsnit er et eksempel pa en anvendelse, der imidlertid ligger
langt fra den praktiske anvendelse, man kunne have forestillet sig.

3.5 Eteksempel — automatiseret karsel

Konklusionen pa Kapitel 2 pegede pa, at den model vi havde opstillet ikke var en tilfredsstillende
beskrivelse af trafik pA mikroskopisk plan, p.g.a. den sterke forbindelse til afgreensningsomra-
det og den semipraktiske ramme. Vi vurderede, at dens rolle i modeldannelsesprocessen snarere
burde opfattes som en formalisering af eget afgraensningsomrade, en formalisering, der var en-
tydig nok til at kunne overfares pa udvidede afgreensningsomrader. Ved udvidelsen af modellen
kunne man forvente det muligt at konstruere mere anvendelige modeller, i Kapitel 2 papegede
vi ligeledes, at trafik generelt er ekstremt fortolkningsafhaengige og derfor vanskelige at model-
lere generelt i en teoretisk ramme. Imidlertid gjorde vi rede for, at vi ubevidst havde formaet
at opstille en teoretisk fortolkning af den rent fysiske opgave, der ligger i at fare et karetgj i en
simplificeret generel situation.
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Dette farer direkte over pa en anvendelse i planlaegning, der ligger lige sa langt fra den mere
praktiske anvendelse, man kunne have forestillet sig. Selvom den teoretiske fortolkning naeppe
kan betragtes som tilstreekkelig i trafiksituationer med mennesker involveret, giver den et inter-
essant perspektiv for mulige fremtidige situationer, hvor karetgjerne er computerstyrede. | dette
tilfeelde kan vi til en vis grad selv diktere trafikkens opfarsel udfra de algoritmer, computersy-
stemerne udfarer karselsopgaven med. Dette ville vaere et oplagt sted at anvende mikroskopiske
(teoretiske) modeller til styring af acceleration, altsa “longitudinel” styring. Konkret kunne man
forestille sig, at karetgjet v.h.a. radar/laser kunne bestemme afstand og relativ hastighed i for-
hold til forankarende og anvende en variant af den model, vi opstillede i Kapitel 2, til tilsvarende
justering af acceleration.

| [Rothery, afsnit 4.5] navnes at visionen om denne sakaldte automatiserede karsel blev
fremlagt allerede i 1930’erne af General Motors. Udviklingen har staet pa lige siden, bade te-
oretisk og i praksis. Automatiseret karsel er et interessant perspektiv for anvendelsen af mi-
kroskopiske/teoretiske modeller til udformingen af den fremtidige infrastruktur; ikke som en
teoretisk beskrivelse af trafik, men som kontrolligninger i et computersystem. Hvis automati-
seringen blev gennemfart pa motorvejsstreekningen, ville kapaciteten blive mangedoblet, idet
reaktionstiden mindskes markant med mindre minimal sikkerhedsafstand til falge. Den mindre
reaktionstid vil desuden betyde hgjere hastigheder og derfor generelt en alvorlig effektivitetsfor-
ggelse uden egentlig vejudvidelse. Implementering af systemet i dette omfang, ville naturligvis
veaere en serdeles omfattende og kostbar opgave — men meget er vundet i den anden ende,
idet f.eks. udvidelse af vejnet vil blive mindre relevant, samtidig med at mange andre faktorer
kunne forbedres. Eksempelvis er det rimeligt at forvente en betydelig mindre forurening, hvis
miljgrigtig/akonomisk karsel kunne implementeres som en del af styreprocessen.






KAPITEL 4

Introduktion til differentialligninger

| det falgende kapitel vil vi give modellen fra Kapitel 2 et mere formelt grundlag for derudfra at
tage stilling til dens brugbarhed udfra en praktisk vinkel.
Vi sa i Kapitel 2, hvordan vi kan opstille en teoretisk sammenhang mellem de kinematiske
funktioner for to pa hinanden fglgende keretgjer i en trafiksituation med n keretgjer. Vi udledte
indtil flere mulige sammenhange, men pa et temmeligt uformelt grundlag; for hvad er egentlig
den praecise sammenhang mellem de kinematiske funktioner?

Vi kan indfgre gennemsnitsfarten v,,;; som a&ndringen i sted i tidsrummet ¢; < ¢ < 9, d.V.S.

z(t2) —z(t1) _ Az
to—t At

Vsnit =

Hvis vi overvejer grensetilfeldet to — t; — 0, safremt dette eksisterer, far vi gjebliksfarten
v(t), der naturligvis er lig den farste afledede for stedfunktionen, z'(¢) = v(¢). P4 samme made
kan vi indfere accelerationsfunktionen som gjeblikseendringen i fartfunktionen. D.v.s. vi har
relationerne

() = v
Z'(t) = v'(t) = alt).

Dette giver de opstillede ligninger et noget andet, mere solidt matematisk praeg — vi far nemlig
en reekke forskellige typer differentialligninger. 1 denne rapport forudsattes det ganske vist, at
leeseren kender til disse pa et grundleeggende niveau, men da vi allerede har set eksempler pa
specielle, mere komplicerede differentialligningstyper i relation til trafikproblemet, vil vi bruge
naeste afsnit pa at introducere generelle differentialligninger.

27
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Hvad vil det f.eks. sige, at en funktion er lgsning til en differentialligning? Og hvordan kan
vi sikre 0s, at ligningen rent faktisk har en lgsning for det generelle tilfeelde? Som vi skal se, er
dette langt fra trivielle spgrgsmal. De felgende afsnit er primert baseret pa [AndB6i92].

4.1 Indfgrelse af differentialligninger

Som ovenfor naevnt, har vi i relation til trafikproblemet set, at det er muligt at opstille en teoretisk
sammenhang mellem de kinematiske funktioner for afhaengige karetgjer. For et givet karetaj m
er disse funktioner alle relateret til stedfunktionen z,,(¢) i den forstand, at de er dennes hhv.
farste og anden afledede m.h.t. £. Ved at se pa de lokale sammenhange mellem keretgjerne
og visse begyndelsesbetingelser, forventer vi at kunne udtale os om, hvorledes karetgjerne vil
bevaege sig i forhold til hinanden som funktion af tiden ¢ > 0.

En sadan problemstilling er faktisk bare en enkelt instans af det generelle differentiallig-
ningsproblem, der helt uformelt er en regulaer ligning med de kvalitative forskelle

1. Den ukendte, z, er en funktion af en enkelt variabel (d.v.s. ikke selv en variabel).
2. | ligningen er givet en sammenhang mellem én eller flere af funktionens, z’s, afledede.

Helt generelt kaldes denne type ligninger, hvori der indgar afledede op til orden n for, ordinzre
n. ordens differentialligninger. Safremt der er tale om afledede for funktioner af flere variable,
er der tale om partielle differentialligninger. Disse anvendes ikke i denne rapport, men kan, jf.
bl.a. [Wohl67, afsnit 11.5], anvendes i en makroskopisk beskrivelse af trafik.

Vi vil i det falgende, for at sikre overskueligheden, bruge ordinare n. ordens differential-
ligninger som udganspunkt for den mest generelle type af differentialligninger, differentiallig-
ningssystemer.

4.1.1 Den generelle differentialligning af n. orden

Umiddelbart vil vi indfgre en sarlig meaengde af funktioner, som af rent praktiske arsager er
hensigtsmaessig i vores videre arbejde. Falgende defineres:

Definition 4.1 (n gange differentiable funktioner)
Mengden C™(I) defineres som mangden af funktioner, der er n gange differentiable,
og hvis n. afledede er kontinuert pa intervallet I C R, d.v.s.

C™(I)={f :1 CR— R | fern gange differentiabel pa I, f(™ kontinuert pd I}.
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Til ovenstaende bemarkes, at tilsvarende mangder af differentiable funktioner kan defineres for
mere generelle afbildninger (vektorfunktioner, jf. Afsnit 4.1.2).
En ordinar differentialligning af orden n defineres nu som falger.

Definition 4.2 (Ordinzr differentialligning)
Lad funktionen z(t) € C™(S), hvor S C R.
Sammenhangen

F(t,z,2,...,z2™) =0, (4.1)

hvor F er en kendt funktion defineret pa et omrade D C R™*2, kaldes en ordinar
differentialligning af orden n.
Hvis differentialligningen er opstillet pa formen

™ = f(t,z, o, ... ,x(”_l)),

siges den at veere pa normalform.

Bemark, at det i de fleste tilfeelde vil veere muligt at opstille en differentialligning pa normal-
form, i det mindste lokalt.

EKSEMPEL 1

Lad os overveje sammenhangen z” + 3z’ = 4z + 3t — dette er et simpelt eksempel pa en
differentialligning. Vi kan opstille den pa formen F(t,z,z',z") = 2" + 32’ — 42 — 3t = 0,
hvor F er defineret pa hele R* (hvis det antages, at t € R). Ligningen kan ydermere omskrives
til normalform, z” = 4z — 3z’ + 3t.

Motiveret af det faktum, at vi rent faktisk arbejder med ligninger, vil det nu veere relevant at
overveje, hvad der egentlig skal til, for at en givet funktion g defineret pa et interval I C R er
en lgsning til differentialligningen. Det er intuitivt klart, at differentialligningen naturligvis skal
give et sandt udsagn for alle £ € I, nar g substitueres ind i differentialligningen. Imidlertid er
denne lidt lgse definition ikke helt tilstreekkelig.
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Definition 4.3 (Lgsning)
Lad I C R veere et abent interval. En funktion ¢ : I — R siges at veere lgsning til
differentialligningen z(™ = f(¢,z,2/,... ,z(»=Y), hvis og kun hvis

1. Funktionen 1 er n gange differentiabel p& I, siledes at ¢™(¢) =
ft, 9 t),... D)) forallet € I.

2. Funktionen f er defineret p& {(t,y®(t))|t € I, i =0,1,... ,n —1}.

EKSEMPEL 2
Vi ser pa felgende andenordens differentialligning

2" =4z — 32",
Funktionen 1)(t) = 2¢* ses at vare en lgsning pa hele R, da
1. Funktionen 1 er to gange differentiabel pd R og %(Qet) =4-2¢" — 3. (2" = 2¢".

2. Funktionen f(t,1,9') = f(t,2e', £ (2¢')) = 2€ er defineret pa hele R

Det bemaerkes, at det i definitionen forlanges, at I er et abent interval. Dette er en konsekvens
af det faktum, at afledede er defineret som greenseveerdier fra bade hgjre og venstre, d.v.s. punkt
2) i Definition 4.3 vil ikke give mening for endepunkter i lukkede intervaller.

Det er nu klart, helt basalt, hvad der overhovedet menes med en ordiner differentialligning
samt lgsninger til denne. Imidlertid viser definitionerne sig utilstreekkelige i det mere generelle
tilfeelde — det er allerede blevet antydet i Afsnit 2.1, at vi under bestemte omstaendigheder vil
fa en mere omfattende afhangighed for karetgjer i en trafiksituation; afheengighed som et sy-
stem. Sadan forholder det sig generelt i mange konkrete modelleringssituationer, og vi vil derfor
indfgre systemer af differentialligninger under strengere antagelser, som sakaldte begyndelses-
vaerdiproblemer. Det skal igvrigt vise sig, at differentialligningssystemer, hvori der kun indgar
ligninger af farste orden, faktisk er den mest generelle type af differentialligning overhovedet,
idet ethvert system af 7. ordens ligninger kan omskrives til denne.

Far vi overvejer dette vigtige faktum narmere, er det dog ngdvendigt at opstille nogle en-
kelte relevante definitioner m.m. for generelle afbildninger af typen I — R"™ (hvor I C R),
d.v.s. vektorfunktioner.
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4.1.2 \ektorfunktioner

En vektorfunktion x () er som bekendt en funktion, x : I — R" idet I C R, d.v.s. en funktion
vi kan opskrive som fglgende n-dimensionale vektor

For at skelne mellem reguleaere funktioner og vektorfunktioner, vil vi de fleste steder anvende
notationen x(¢) for en vektorfunktion x med den uafhangige variabel ¢; eller blot x.

Det ses, at funktionstypen faktisk blot er en generalisering af det mere begreensede funk-
tionsbegreb, vi hidtil har anvendt. Vi vil ogsa overfare en del af vores definitioner direkte, bl.a.
differentiabilitet — dog defineres farst kontinuitet for afbildninger.

Definition 4.4 (Kontinuitet af afbildninger)
Lad a : © C R™ — R"™ vaere en afbildning. « siges at vaere kontinuert i ty € R™,
hvis der for alle e > 0 eksisterer et §(e, tg), saledes at

[t —to| < 0= |a(t) —alto)| < e

Udfra ovenstaende definition kan det vises, at en vektorfunktion x(#) er kontinuert, hvis og kun
hvis alle komponenter z(¢) er kontinuerte. Vi far brug for denne kontinuitet i naste afsnit.

Tilsvarende vil vi definere differentiabilitet for en vektorfunktion komponentvis. Vi ved, for
regulere funktioner af én variabel, at den afledede er defineret som graensevardien

o z(t + At) — z(t)

?

safremt denne eksisterer. Fglgende defineres da for vektorfunktioner
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Definition 4.5 (Differentiabilitet af vektorfunktion)
Vektorfunktionen

siges at vere differentiabel pa intervallet I, hvis z1(t), z2(t),. .. z,(t) alle er diffe-
rentiable pa I.
Den afledede skrives da

4.1.3 Systemer af differentialligninger — omskrivning

Det er muligt at overfare de tidligere definitioner fra enkelte ligninger stort set direkte pa dif-
ferentialligningssystemer, blot funktionerne udskiftes med vektorfunktioner. D.v.s., idet x er
vektorfunktionen x : I C R — R™, og f en kendt funktion, er et differentialligningssystem pa
normalform en sammenhang

x(™ = ft,x,x,... ,x("_l)).

Tilsvarende kan lgsninger beskrives pa samme made som for n. ordens differentialligninger —
dette udelades dog indtil videre, da det i relation til eksistens og entydighed af lgsninger viser
sig nyttigt at anvende et strengere ligningshegreb (og dermed ogsa strengere lgsningsbegreb).

Umiddelbart vil vi dog, som tidligere lovet, se neermere pa, hvorfor lige netop fersteordens
differentialligningssystemer, d.v.s. systemer af typen x’ = f(¢,x), er sa generel en type. Resul-
tatet er vigtigt, for det danner grundlag for vores videre overvejelser om eksistens og entydighed
— overvejelser, der anvendes utallige steder rapporten igennem.

Det er imidlertid ikke vanskeligt at se, hvordan en differentialligning af orden » kan omskri-
ves. Vi antager, at ligningen kan opstilles pa normalform, d.v.s. vi har

™ = ft,z, 2, ... ("D, (4.2)
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Setdaz = 21,7 = z9,2" = 23,...,2" 1) = z,, hvorved det folgende forsteordenssystem
fremkommer
(2 = 2
zh = z3
] R (4.3)
Z';z—l = Zn
| o = fm2, 2., 2),

svarende til vektor-differentialligningen z’ = f(¢,z). Lesningerne til (4.2) og (4.3) ses at veere
@kvivalente, idet det geelder, at hvis v (t) er en lgsning til (4.2), s&er (1(t), ' (t), ... , ™1 (¢t))
en lgsning til (4.3). Omvendt gelder naturligvis, at hvis ((t), 4 (), ... ,%™ (%)) er en lgs-
ning til (4.3), sd er 4(t) en lgsning til (4.2).

EKSEMPEL 3

Overvej differentialligningen z = 4tz" + 72’ — z. Seet 21 = x, 2o = 2’ 09 23 = ; & har vi
farsteordenssystemet

21T = 22
!
!
Z3 = 4dlzz+Tzg — 21.

Denne substitutionsmetode kan naturligvis ogsa anvendes pa differentialligningssystemer af ar-
bitreer orden pa helt samme made — her substituerer vi blot vektorfunktioner ind i stedet. Alts3,
ethvert system af differentialligninger af arbitraer orden pad normalform kan omskrives til et
farsteordenssystem pa normalform.

4.1.4 Eksistens og entydighed

Vi vil nu indfare begyndelsesveerdiproblemet som en instans af det generelle differentiallignings-
system. De noget strengere betingelser, der ligger heri, vil under yderligere antagelser garantere
eksistensen af netop én lgsning til problemet.

Definition 4.6 (Begyndelsesveaerdiproblem)
Lad en vektorfunktion vaere givet ved f : T C R x R — R x R™. Givet et punkt
(to,x0) € T, defineres et begyndelsesvaerdiproblem som ligningssystemet

{ x = f(t,x)

X(to) == XQ-
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Definition 4.7 (Lgsning til begyndelsesveaerdiproblem)
Lad I C R vere et dbent interval, saledes at ¢y € I. En funktion ¢ : I — R” siges at
veere en lgsning til begyndelsesverdiproblemet, hvis og kun hvis

1. 9(to) = %o,
2. (t,p(t)) eTCR xR, Vtel,

3. 9 (t) er differentiabel og 9’ (t) = f(¢,x), Vt € I.

Det er allerede nu ikke nogen overraskelse, at ovenstaende er en ngdvendig betingelse for enty-
dighed. Vi kender problemet fra ordinaere differentialligninger af farste orden. Givet f.eks. den
meget simple differentialligning ' = f(t), ved vi, at den fuldstendige lasning z(t) = [ f(¢) dt,
altsa en mangde af funktioner. For at bestemme en entydig lgsning (en bestemt stamfunktion),
er det ngdvendigt at kende et punkt pa lgsningskurven, altsa et set begyndelsesverdier. Til-
svarende kan gares i det generelle tilfeelde, blot er det langt vanskeligere. Vi praesenterer her
seetningen i den helt generelle form

Seetning 4.1 (Eksistens og entydighed)
Givet begyndelsesvardiproblemet i Definition 4.6, lad R C R x R™ vaere omradet

R:{(t,X)Ht—t(ﬂSCI,, |X—X0|Sb}, a7b>0'
Antag, at f : R — R™ er kontinuert pa R, og lad
M = max |f|, r=min ai>
Cxer” M)

Sa har begyndelsesvaerdiproblemet en entydig lgsning pa intervallet [ty — r, o + 7).

Med de forhandenvearende metoder, er det ikke umiddelbart muligt at bevise ovenstaende — det
kan ligefrem vaere vanskeligt at forsta betydningen af de enkelte forudsetninger. Det er imidler-
tid mindre vigtigt, blot ber man vide, at setningen eksisterer. Beviset benytter sig indgaende af
begreber fra den videregaende analyse, og for detaljer henvises til [AndB6i92, kapitel 1].

4.1.5 Linearitetsbegrebet

Indtil videre har vores afgarende s&tninger og definitioner beskeftiget sig med differentiallig-
ningsssystemer helt generelt. Dette er tilstreekkeligt pa det kvalitativt teoretiske niveau — men
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skal man arbejde helt konkret med ligningsproblemer, viser det sig meget nyttigt at skelne mel-
lem to hovedklasser af differentialligninger; linegre og ikke-linegre. Vi kender problemet fra
lineaer algebra, hvor teorien for linegre ligningssystemer umiddelbart kan gives et meget omfat-
tende, kvantitativt grundlag — mens samme er sa godt som umuligt for generelle ikke-linezre
ligningssystemer.

Motiveret af dette, vil vi indfere differentialoperatoren L

Definition 4.8 (Differentialoperator)
Lad funktionen (z,t) € C™(R) xR. En differentialoperator af . orden er en funktion
L, séledes at

L(z,t) = f(t,z, ... ,2™) e C°.

D.v.s. differentialoperatoren er en funktion pa klassen af n gange differentiable funktioner, der
afbilder over i klassen af kontinuerte funktioner. V.h.a. denne kan vi skrive det generelle diffe-
rentialligningsproblem som L(z,t) = 0.

Definition 4.9 (Linearitet for L)
En differentialoperator L siges at veere linegr, hvis den er en linegr transformation,
d.vs.

L(cx) =cL(z) o9 L(z1+ z2) = L(z1)+ L(z2), c€R

V.h.a. operatorer kan linezre differentialligninger/differentialligningssystemer nu defineres.

Definition 4.10 (Linezere differentialligninger)
En differentialligning f(¢,z,2/,... ,z(™) = 0 siges at vare linear, hvis den kan
skrives pa operatorformen

L(z,t) = g(t),

hvor L er en linezr differentialoperator af orden n.

Safremt g(t) = 0 kaldes ligningen homogen, ellers inhomogen; hvis L(z, ) er uaf-
heengig af ¢, d.v.s. L(z) = g(¢), siges ligningen at have konstante koefficienter.
Tilsvarende siges et system af differentialligninger at veere linezrt, hvis samtlige ind-
gaende ligninger er linezre.
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Helt konkret svarer linezre differentialligninger blot til almindelige linezre ligninger. D.v.s.
idet vi husker pa, at den ukendte er en funktion, forlanges det, at alle de indgéende afledede
optraeder linert. D.v.s. differentialligningen = + sin(z') — t*z = e er ikke linezr, da sin(z')
ikke er et linezert udtryk i /. Omvendt er ligningen 4z 4 2’ — z = ¢ et eksempel pa en linezr,
inhomogen andenordensligning med konstante koefficienter.

4.2 En formel baggrund for trafikmodellerne

Vi har i Afsnit 2.2.1 indfart de relevante mikroskopiske modeller pa “uformelt” niveau, altsa
hvor de kinematiske funktioner, z(¢), v(t) og a(t) blev anvendt direkte. Vi vil nu forsgge at
karakterisere sammenhangene mere formelt v.h.a. differentialligninger.

Som beskrevet i starten af dette kapitel, er de kinematiske funktioner relateret i den forstand,
at z'(t) = v(t) og z"(t) = a(t). D.v.s. vi kan opskrive det generelle, simplificerede problem,
(2.3) som felgende differentialligning, idet vi skriver de afledede hhv. z” = i og =’ = 4 for at
sikre overskuelig notation

Fn(t) = AMEn_1(t) — #n(t)), n=12,... n. (4.4)

Skrives ovenstaende ud, fas et linezert andenordens differentialligningssystem, idet o (t) =
vp(t) antages kendt

1) @1(t) = Mao(t) —21(2))

2) Ia(t) = AMai(t) — i2(t)), >0, A> 0. (4.5)

n) En(t) = Man-1(t) — (1))

Bemark, at der er linearitet, fordi alle de indgaende funktioner optreeder lineert. | ovenstaende
er a(t) en kendt accelerationsfunktion for det forreste keretgj i situationen.

Denne situation har den umiddelbare fordel, at problemet er nemt at ga til. Det er muligt
at lgse ligningssystemet rekursivt, d.v.s. farst lgse 1) m.h.t. &1 (¢), substituere denne ind i 2),
lgse denne o.s.v. Den analytiske lgsning er matematisk set ikke vanskelig, idet ligningerne er
simple, men beregningsteknisk ville dette vaere meget omfattende for flere keretgjer. Det vil
saledes vaere neerliggende at anvende numeriske metoder. Ad den vej kan man alene ngjes med
at foretage en mere kvantitativt betonet undersggelse af, hvorledes linegre, inhomogene anden-
ordens differentialligninger (med konstante koefficienter) lgses, d.v.s. i farste omgang undga
yderligere teori for differentialligningssystemer. Denne teoretiske undersggelse vil vi foretage
helt fra bunden i naste kapitel og afsluttende illustrere med et par starre praktiske eksempler.

Den generelle situation, svarende til (6.11), som vi opstillede i Kapitel 2, vil vaere betydeligt
vanskeligere at behandle. Hvis reaktionen for et karetgj f.eks. skal veere afhaengig af afstanden
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til forankerende fas differentialligningen (der naturligvis som ovenstaende kan opskrives som et
system)

In(t) = xn_l(t)ﬁ— nd (fn_1(t) — @n(t)). (4.6)

Dette system er ikke linezrt, hvilket gar det relativt meget vanskeligere at undersgge med tra-
ditionelle metoder (i det mindste pa kvantitativt niveau). Dette er beklageligt, for vi vil senere
argumentere for, at ovenstaende ma forventes at give en umiddelbart mere korrekt beskrivelse
af trafik, end det er muligt at opna med den lineaere model, jf. Afsnit 5.4.2.

Slutteligt kan man i begge tilfeelde omskrive til den mere realistiske forsinkede differenti-
alligning, hvor der tages hgjde for en vis (konstant) reaktionstid 7" > 0 for hver enkelt bilist.
I Afsnit 6.3 vil vi se nermere pa, hvordan man kan karakterisere stabilitet i lukkede linezre
systemer med reaktionstid. D.v.s. vi ser pa f.eks. en lukket cirkuleer vej med n + 1 keretgjer og
far systemet

io(t+T) = Mdn(t) — do(t))
.'731(t+T) = ')\(wo(t) — 21(t))  AS0 LT 0. 4.7)
ii'n(t + T) = )\(i'nfl(t) — Zp (t))

Altsa, udtrykt i ord, det sidste keretgj er “farerkaretgj for farerkaretgjet”. Ovenstaende er kva-
litativt forskelligt fra (4.5), idet koblingen mellem ligningerne er betydeligt mere kompliceret.
Det skal imidlertid vise sig, at lineer algebra giver en reekke nyttige metoder; mere herom i Ka-
pitel 6. lgvrigt indgar ogsa de to parametre, X og T', der viser sig at have afggrende betydning for
visse kvalitative egenskaber for lgsningerne til differentialligningssystemet. Hvis f.eks. A = 0
har vi for keretgjerne den trivielle situation, hvor alle beveeger sig med konstant fart.






KAPITEL 5

Andenordens linesee
differentialligninger

Vi vil nu som omtalt i afsnit 4.2 overveje problemet i (4.4) — som beskrevet kan vi lgse dette
system ved en rekursiv metode, hvor n andenordensligninger skal lgses. Det er derfor tilstraek-
keligt i farste omgang at se pa det simple problem, hvor n = 1, altsa

i1 () = Ado(t) — 1(2)), (5.1)

hvor &1 (t) er en kendt funktion.

Vi gnsker at kunne bestemme stedfunktionen for karetgj 2; dette kraever en neermere under-
segelse af, hvordan man rent faktisk lgser en ligning af ovenstaende type. | det falgende vil vi se
narmere pa problemet, farst ud fra homogene linezre andenordens differentialligninger, senere
de inhomogene. De fundne lgsningsmetoder vil slutteligt blive anvendt pa et starre praktisk ek-
sempel, hvor ogsa relevansen af vores modeller overvejes for situationen med kun to karetgjer.
Resten af kapitlet er baseret pa [Nagle96] og [EdPen93].

5.1 Egenskaber for lgsninger til den homogene ligning

Vi betragter den generelle andenordens lineare differentialligning, idet det antages, at denne
kan skrives pa normalform

2" +p(t)z’ +q(t)z = f(1), (5.2)

39
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hvor p(t) og q(t) er kontinuerte funktioner pa et interval I C R og x er en differentiabel funktion
pa et interval 7 C R. Vi vil undersgge tilfeldet f(¢) = 0 for alle t € I, altsa den homogene
ligning

2"+ p(t)r' + q(t)z = 0. (5.3)

5.1.1 Superposition

Noget meget brugbart som gelder for homogene linesre ligninger er det faktum, at enhver
linezer kombination af to lgsninger ogsa er en lgsning.

Seetning 5.1 (Superposition)

Lad z; og zo veere to forskellige, ikke trivielle, lgsninger til en linezer homogen differentiallig-
ning

2" +p(t)z' + q(t)z =0, (5.4)
pa et interval I. Da er den linezre kombination
T =c1x1 + %2, c1,c0 € R
ogsa en lgsning pa I.

BEvIs: P4 operatorform bliver (5.4) L(z,t) = 0. Det er klart, at ovenstdende ligning er linezer
i 2, 2' og x, d.v.s. hvis =1 0g x5 er lgsninger, har vi pa operatorform

L(xl + 5172) = L(Cl.’L'1 + CQCCQ) = ClL(CCl) + CQL(.TQ) =04+0=0,
d.v.s. en linearkombination af to forskellige lgsninger er ogsa en lgsning til (5.4). ®

Bemaerk, at dette superpositionsprincip er en direkte konsekvens af L’s linearitet — d.v.s. for
ikke-linezre ligninger vil det ikke galde. Af Seetning 4.1 har vi, at givet to begyndelsesverdier
vil der vere en unik lgsning til andenordensligningen (5.2). Hvis vi ser pa det generelle tilfelde

2" +p(t)x' + q(t)r =0, hvor z(a) = by og z'(a) = b.

Farst finder vi to lgsninger =1 0g x4, 0g bagefter vil vi benytte vores begyndelsesvardier sam-
men med linearkombinationen y = c;z1 + coxo. Vi far da to ligninger, som vi skal lgse for at
finde konstanterne ¢; 0g ¢y

c1z1(a) + caxa(a) = by 17 (a) + comh(a) = by. (5.5)

Lad os illustrere med et eksempel.
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EKSEMPEL 4
Til differentialligningen

2" —2z' +1 =0,

kan vi let verificere, ved differentation, at z; = e’ og zo = te’ er lgsninger. Lad envidere
begyndelsesveerdier z(0) = 5 og z'(0) = —2 veere givet. Herudfra vil vi finde en lgsning

r = clet + CQtet

' = crel + coel + cate! = (1 + c2)e! + cotel
z(0) = =5
2'(0) = ¢ +c=-2.

Dette giver os at ¢c; = 509 co = —7, hvorved z(t) = 5e! — Ttel.

5.1.2 Lingar (u)afthengighed

For at ovenstaende procedure kan gennemfgres ma funktionerne z; og 2 have den egenskab,
at ligningerne i (5.5) altid kan blive lgst for ¢; og ¢y uanset hvilke begyndelsesveerdier, vi matte
have. Den fglgende definition fortaller os, hvor forskellige de to funktioner z; og z- skal vere.

Definition 5.1 (Lineser afhangighed af to funktioner)
Lad 21 og zo veere to funktioner. 2 0g x2 siges at veere linezrt afhangige, hvis der
eksisterer en sammenhang

clxl(t) + CQéBQ(t) =0, c,c€ ]R\{O}, Vtel CR

EKSEMPEL 5
Funktionerne f(¢) = sin(2t) og g(t) = sin(¢)cos(t) er linzrt afhaengige da f(t) = 2g(t) for
alle .

5.1.3 Wronski-determinanten

Fremgangsmaden i eksemplet er ikke sarlig god til at vise afhengighed mellem funktioner.
Da der er tale om ligningssystemer, kan vi imidlertid indfare et nyttigt praktisk veerktgj, den
sakaldte Wronskideterminant for to funktioner.



42 5. ANDENORDENS LINEARE DIFFERENTIALLIGNINGER

Definition 5.2 (Wronskideterminanten for funktioner)
Lad f og g veere to differentiable funktioner. Wronskideterminanten for f og g,
W (f,g), defineres da som

W

‘ f 9, = fg' — f'g.
g

fl

Seetning 5.2 (Wronskideterminanten og linear (u)afhaengighed)
Lad funktionerne x; og z, veere lgsninger til den homogene andenordens lineere differential-
ligning

#' +p(t)r’ + q(t)z =0,

pa et dbent interval I C R, hvor p(t) og ¢(t) er kontinuerte. Da geelder at
(@) Hvis 1 og z- er lineeert afheengige, daer W = 0, for alle ¢t € 1.
(b) Hvis z1 og z- er lineeert uafhengige, daer W #£ 0, for alle ¢t € 1.

BEVIS: (a) - Hvis funktionerne z; og z er lineert afhengige med 1 (t) = kxo(t) er Wronski-
determinanten

k‘l‘g Z9
! !

W(zy1,z2) = v | = kzemy — kxyze = 0.

kxy x4

(b) - Hvis vi antager, at der findes et punkt a € I saledes at W (z1(a),z2(a)) = 0, 0g sa kan
vise, at det betyder x; og z2 er linegrt afhangige, da vil vi have bevist (b). Betragt ligningerne

cizi(a) + cexa(a) = 0 (5.6)

c17(a) + cazh(a) = 0.

Idet W (a) = 0 har (5.6) en ikke-triviel lgsning. Det betyder, at ¢; 0g co ikke begge er nul. Med
disse veerdier definerer vi lgsningen

¢(t) = C1£E1(t) + CQ.’EQ(t). (5.7)

Ligningen (5.6) giver os, at ¢(¢) tilfredsstiller begyndelsesverdierne ¢(a) = ¢'(t) = 0. Setning
4.1 giver os, at ¢ = 0 pa I. Pa baggrund af (5.7) og det faktum at c; og ¢ ikke begge er nul,
giver Definitionen 5.1 om afhaengighed, at z; og z- er linezert afhengige. W
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5.1.4 Generel Lasning

Vi kan nu endelig vise, at enhver lgsning til en homogen andenordens linezr differentialligning
er en lineaer kombination af to givne lineart uafhaengige lgsninger.
Seetning 5.3 (Generel Lgsning)
Lad =, og zo veere to lineart uafhaengige lgsninger pa et interval I C R til den homogene
ligning

2" +pt)z' +q(t)z =0, (5.8)

hvor funktionerne p(t) og q(t) er kontinuerte pa det abne interval 1. Da kan enhver lgsning til
(5.8) udtrykkes pa formen

x(t) = azi(t) + coma(t), c,c €R, (5.9)
forallet € I.

Det betyder altsa, at hvis vi har fundet to linezrt uafhaengige lgsninger, z; og z9, til den ho-
mogene andenordens linezere differentialligning, da kan vi udtrykke alle Igsningerne til denne
differentialligning ved en lineger kombination af z; og zo.

BEVIs: Lad ¢(t) vaere en hvilken som helst lgsning til (5.8) og veelg et punkt a € I. Vi betragter
da systemet

c1z1(to) + caza(to) = P(to) (5.10)

c1z (to) + caws(to) = ¢’ (to). (5.11)

Vi kan da lgse for konstanterne c¢; og ¢y

¢ = (5.12)

Cy =

Ved ¢; har vi multipliceret (5.10) med z4(¢o) 0og (5.11) med z2(to) og subtraherer disse med
hinanden, og for ¢y gares det pd samme made.
Idet vi har valgt at 21 0g x4 er linezert uafheengige har vi

W (z1(to), x2(t0)) = w1 (to)z5(te) — 2 (to)2(to) # O,

hvilket sikrer at naevneren i (5.12) er forskellig fra nul, og dermed er ¢; 0g co vel-definerede.
Med disse verdier for ¢; 0g ¢y er funktionerne ciz1 + coxs 09 ¢ begge lgsninger til (5.8), som
tilfredsstiller de samme begyndelsesveerdier. Af Saetning 4.1 har vi, pga. entydighed, at de ma
veere den samme funktion. W



44 5. ANDENORDENS LINEARE DIFFERENTIALLIGNINGER

5.2 Homogene ligninger med konstante koefficienter

| dette afsnit vil vi se pa lgsning af andenordens homogene linezre differentialligninger med
konstante koefficienter. Dette er som bekendt blot, jf. afsnit 4.1.5, specialtilfeldet af (5.3), hvor
koefficientfunktionerne p(t) og g(t) er reelle konstanter. Netop denne ligningstype er yderst
relevant i trafiksituationen, idet vi allerede nu ved, at vi for tilfeldet med to karetgjer faktisk
skal undersgge en andenordens differentialligning med konstante koefficienter, dog blot med et
inhomogent led, se (5.1). D.v.s. vi har differentialligningen

az” + bz’ + cx =0, (5.13)

hvor a # 0, b og c er reelle konstanter. Antag, at z; 0g z- er to uafhaengige lgsninger til (5.13),
da er den fuldsteendige lgsning

T = c1x1 + Ccox9, c1,c0 ER (5.14)

Da ligningen az” + bz’ + cz = 0 er en linezr kombination af dens nulteordens-, farsteordens-
samt andenordensafledede, vil vi lede efter en lgsning pa formen = = e, da e"’s afledede er
konstanter ganget med e™* 1. Erstatter man z(t) = ¢ ind i (5.13) fas

ar?e™ tbre™ +cet =0 eM(ar’ +br+c) =0t =0 V ar’+br+c=0,
dae™ > 0 foralle ¢t € R har e™ = 0 ingen lgsning, og tilbage er kun andengradsligningen
ar’+br+c=0. (5.15)

Funktionen z(¢) = e er altsa lgsning til az” + bz’ 4+ cx = 0, hvis og kun hvis r opfylder lignin-
gen (5.15). Ligningen (5.15) bliver ogsa kaldt for “hjelpeligningen” eller for den karakteristiske
ligning.

Definition 5.3 (Den karakteristiske ligning)
Polynomiumsligningen ar? + br + ¢ = 0 kaldes den karakteristiske ligning for dif-
ferentialligningen az” + bx’ + cx = 0, hvor a # 0,b,c € R.

Vi bestemmer da rgdderne r1 og ro i (5.15), idet den gaengse formel for andengradsligninger
anvendes.

- —b+vb? — 4ac - —b—vb? — 4ac
1= 2 = .
2a 2a

Det antages i farste omgang, at diskriminanten D = v/b% — 4ac > 0 — dette sikrer forskellige,
reelle redder. Som vi skal se senere, giver det dog ogsa mening at se pa tilfeeldet D < 0.

Vi bruger ikke gattet ke ™. Idet ligningen er linezr, da er den pd operatorform L(cz) = ¢L(x), og konstanten
kan i farste omgang udelades.



5.3. INHOMOGENE LIGNINGER MED KONSTANTE KOEFFICIENTER 45

Seetning 5.4 (Fuldsteendig lgsning)

Lad ar? +br +c = 0 veere den karakteristiske ligning for differentialligningen az” + bz’ 4 cx =
0. Hvis 71 og 7o er to forskellige radder, sa er den fuldstendige lgsning til differentialligningen
givet ved

t t
z(t) = c1e"" + cpe™",
hvor ¢1, co € R er arbitraere konstanter.

BEVIS: Hvisr; # 7y ses det, at Wronskideterminanten T ("%, e72t) = rye(r1472)t_p e(ritr2)t —
er+r2)t(ry — ) #£ 0 for alle ¢, d.v.s. af Seetning 5.2 falger det, at de to lgsninger er line-
&rt uafhaengige. Da fglger af Satning 5.3, at den generelle lgsning til differentialligningen er
z(t) = cre™ + ce™t. M

EKSEMPEL 6

Differentialligningen z” + 2z’ = 0 har den karakterisiske ligning

4+ 2r=r(r+2) =0,
med reelle rgdder r; = 0 0og 7o = —2. Da % = 1, fas den generelle Igsning
z(t) = ¢ + cpe™ 2.

Som allerede navnt: selvom Setning 5.4 er begranset til forskellige, reelle radder, er det ikke
vanskeligt at udvide til tilfeeldet, hvor D = 0 = r; = ro (det kreever dog yderligere over-
vejelser, idet linezer uafhengighed mellem to lgsninger pa den fundne eksponentialform er her
ikke umiddelbart sikret). Tilsvarende kan man overveje tilfeeldet D < 0; men dette kraever en
udvidelse af de reelle tal, saledes at y/a ogsa er defineret for a < 0. Vi vil overveje det analoge
tilfeelde for lineare systemer i afsnit 6.2.2, men specielt i forbindelse med andenordensligninger
henvises til [Nagle96, afsnit 4.6.].

5.3 Inhomogene ligninger med konstante koefficienter

Folgende er baseret pa [ Vi vil nu betragte det mest generelle tilfelde af den lineare andenordens
differentialligning med konstante koefficienter, den inhomogene ligning; denne kan skrives

" + bz’ + cz = g(t), (5.16)

hvor b,c € R og g(t) som tidligere nevnt er defineret pa det dbne interval I C R. Pa operator-
form kan ligningen skrives

L(z) = g(t), (5.17)



46 5. ANDENORDENS LINEARE DIFFERENTIALLIGNINGER

idet L betegner en andenordens linezr differentialoperator (jf. Definition 4.10). Denne form
er den mere generelle form af den linezere andenordens differentialligning (med konst. koeff.),
hvoraf den homogene ligning L(xz) = 0 blot er specialtilfeeldet g(t) = 0 — her viste det sig
seerligt nemt at finde lgsningerne. Dette kan vi naeppe forvente for ovenstaende, men det viser
sig, at visse af de allerede velkendte metoder kan anvendes i en modificeret form.

5.3.1 Generel lgsning

Fra Satning 5.4 ved vi, at givet rgdderne (forskellige, reelle) r; og ro i den karakteristiske
ligning, at den fuldsteendige lasning er givet ved

z(t) = ciet fcpe™t, teR, ¢, €R

Hvis vi overvejer operatorformen for den inhomogene ligning, (5.17), vil det veere rimeligt
at forvente, at vi pa en eller anden made kan anvende lgsningen til den homogene ligning i
forbindelse med lgsning af denne, hvis blot vi samtidig kan tage hensyn til det inhomogene led.
Farst dog en enkelt definition:

Definition 5.4 (Partikuleer lgsning)
En funktion z,(t), der ved indseettelse i den inhomogene ligning opfylder denne,
kaldes en partikuler lgsning til den inhomogene ligning.

Seetning 5.5 (Fuldsteendig lgsning)
Den inhomogene andenordens differentialligning med konstante koefficienter

2" +br' +cx=f(t), tel,
har den generelle lgsning
zr(t) = zp(t) + zp(t),
hvor z,(t) er den fuldstendige lasning pa intervallet T til den tilsvarende homogene ligning
'+ bz’ +cx =0, tel,
og z,(t) er en partikuleer lgsning til differentialligningen pé I.

Bevis: Lad L veere en linezr differentialoperator givet ved L(x) = f(¢). Lad desuden z(t) og
xp(t) veere partikulaere lgsninger til den inhomogene ligning.
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Hvis vi seetter u(t) = z(t) — zp(t), har vi af L’s linearitet, at

L(u) = L(z(t) — p(t)) = L(x(t)) — L(zp(t)) = f(#) — F(t) = 0.

Deraf ses det, at u(t) er en lgsning til den tilsvarende homogene ligning L(z) = 0. V.h.a. den
generelle Igsning til den homogene ligning far vi, at «(¢) kan skrives som en linezer kombination
af de to lgsninger z1(t) 0g z2(t).

u(t) = c1z1(t) + coxa(t)
U
z(t) —zp(t) = crzi(t) + coza(t)
T
z(t) = cizi(t) + coza(t) + z,(2).

Vi slutter sa heraf, at den generelle lgsning til den inhomogene ligning L(xz) = f(¢), nar de
to redder til den karakteristiske ligning for L(z) = 0 er de reelle tal, 71 og 2, kan skrives pa
formen

z1(t) = cre™t + cpe™! + zp(t), tel, c,eR

Her betegner z,(t) en vilkérlig partikuler lgsning til den inhomogene ligning. M

5.3.2 Partikular lgsning

Vi har nu fundet formen pa den generelle lgsning. Spargsmalet er sa: Hvordan finder man en
partikuleer lgsning? Det viser sig imidlertid ikke vanskeligt, idet der blot skal veere tale om en
arbitreer partikulear lgsning; det betyder, at vi kan tillade os at foretage “kvalificerede” geet; vi
vil nu overveje, hvordan dette gares mest hensigtsmassigt. Den mest direkte metode er at se
pa det inhomogene led i differentialligningen og derudfra “konstruere” en partikulaer lgsning.
Disse retningslinier bygger pa princippet om at foretage det klogeste get i forhold til differenti-
alligningens inhomogene led. Herunder er en skitse af de lettest fremkommelige:

nr. | det inhomogene led partikuleer Igsning

1 | q(t) = ae® z(t) = Ae
q(t) = acos(bt) el z(t) = Acos(bt) + Bsin(bt)
q(t) = asin(bt)

3 | q(t) = aecos(bt) el. | z(t) = Ae‘cos(bt)+
q(t) = aesin(bt) Betsin(bt)

4 | g(t)=etn z(t) = ant™ + ay_1t" 1
grads polynomium + -4 at+ag
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Disse er hver isar nyttige for netop deres specialtilfeelde, men vi vil her ngjes med at overveje
det tilfeelde, hvor det inhomogene led er et polynomium af grad n — dette vil vaere tilstraekke-
ligt til vores modelanvendelse, idet fartfunktionen zo(¢) i (5.1) typisk vil vaere et polynomium
(svarende til konstant acceleration, linegert voksende 0.s.v.). Hvis vi har den inhomogene anden-
ordensligning z” + bz’ + cz = n. grads polynomium sa ses, at hvis z,,(¢) skal opfylde ligningen,
er der tre muligheder for hvilken orden polynomiet kan have

1. Hvis b,c = 0 = z,(t) = (n + 2). ordens polynomium.
2. Hvisb # 0, c = 0= z,(t) = (n + 1). ordens polynomium.
3. Hvis b,c # 0 = z,(t) = n. ordens polynomium.

Vi geetter da pa en partikuleer lgsning pa formen
zp(t) = ant™ + A1t 4 -+ aqt + ag.

Bemaerk, at dette umiddelbart giver mening, eftersom en lineer kombination af n. ordens af-
ledede for et polynomium ogsa selv vil veere et polynomium (generelt af graden n). Her er
an,0n_1,--- ,00 UKendte konstanter, der bestemmes ved at lgse differentialligningen (5.17) ved
indseettelse.

Hvis vi har komplicerede eller store inhomogene led, kan vi tit drage fordel af linearitets-
princippet for denne type differentialligninger. Der gelder fglgende setning
Seetning 5.6 (Superpositionprincippet - inhomogen ligning)
Lad zp,, Zp,, - - - ,Tp, Vere k partikuleere lgsninger til den inhomogene andenordens differenti-
alligning (hvor L er en andenordens linegr differentialoperator)

pa et interval I tilhgrende k forskellige funktioner f1, fo,... , fx. Dvs. antag, at z,, er en par-
tikulaer lgsning til differentialligningen
L(zp,) = fi(t), hvor i=1,2,... k.

Heraf geelder, at

k
Tp = Z Tp; (t)’
i=1

er en partikuleer lgsning til

k

i=1
pa intervallet I C R.
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Bevis: Vi vil kun bevise tilfeldet £ = 2, men v.h.a. induktion kan beviset let generaliseres.
Lad z,, () 0g zp, (t) vaere partikuleere lgsninger til henholdsvis

L(z) = q(t) o9 L(z)=qa(t).

Hvis vi lader z,(t) = zp, (t) + xp,(t), Vil vi vise, at z,(t) er en partikuler lgsning til L(z) =
q1(t) + g2(¢). Resultatet folger af L’s linearitet.

L(zp) = L{zp, (t) + 2p, (1) } = Llzp, (8)) + L(2p, (1)) = q1(2) + g2(2)-

Satningen er hermed bevist. W

5.4 Den simple model

Vi vil i dette afsnit overveje de matematiske egenskaber for tilfeeldet med n keretgjer pa en lige
vejstraekning uden reaktionstid og med konstant sensitivitetskoefficient. Vi vil i det falgende
bruge betegnelsen biler for disse karetgjer. Idet fartfunktionen z(t) for farerbilen antages eks-
plicit givet, kan vi opstille differentialligningssystemet

£1(t) = A@o(t) —21(2))
?ﬂﬂ N %wﬂﬂ_$ﬂﬂ) . A>0, t>0. (5.18)

-Tn(t) = )‘(i‘n—l(t)_in(t))

Bemaerk, at der er tale om et serligt simpelt system, eftersom der kun er parvis kobling (mel-
lem andenordens differentialligninger med konstante koefficienter). Dette betyder, at systemet
kan lgses rekursivt, d.v.s. ved farst at lgse den farste ligning m.h.t. 1 (¢), derefter substituere
z1(t) ind i den naste ligning, o.s.v. Oprindeligt ville vi have foretaget en simpel undersggelse af
sammenhangen mellem sted- og fartfunktioner for tilfeeldet med to biler, hvor farerbilen havde
konstant acceleration; og dernast generalisere til flere biler ved anvendelse af matematikpro-
grammet Maple uden yderligere overvejelser. Imidlertid fandt vi under arbejdet med Maple
frem til nogle afgagrende egenskaber og mangler ved modellen — de fglgende afsnit belyser
dette.

5.4.1 Eksempel med Maple

Vi har valgt at undersgge et konkret eksempel med antal biler n = 4 v.h.a. Maple. Det antages, at
farerbilens acceleration er nul i et givet tidsrum, altsa #(¢) = 0. Selvom denne problemstilling
kan forekomme simpel, skal den senere hen vise sig at give vigtige oplysninger om modellens
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egenskaber. For overskuelighedens skyld er den brugte Maple-kode medtaget i afsnittet.

Verdien for accelerationen af fgrerbilen samt en vaerdi for sensitivitetskoefficienten A angives.
Veerdien for A er en teenkt veerdi, som anvendes uden yderligere argumentation. Hvorvidt den er
realistisk, er ikke afggrende for eksemplet

> accel erati on: =0;
| anbda: =0. 3;

De relevante differentialligninger opstilles udfra (5.18)

> deqO: =di ff(x0(t),t,t)=accel erati on;

deql: =di ff(x1(t),t,t)=lanbda*(di ff(x0(t),t)-diff(x1(t),t));
deq2: =di ff(x2(t),t,t)=lanbda*(diff(x1(t),t)-diff(x2(t),t));
deq3: =di ff(x3(t),t,t)=lanbda*(diff(x2(t),t)-diff(x3(t),t));

Selve differentialligningssystemet og de indgaende variable (funktioner) angives dernast

> di ffsystem =deq0, deql, deq2, deq3;
> variabl e: ={x0(t), x1(t),x2(t), x3(t)};

Ved hjelp af Maple’s dsol ve funktion lgses differentialligningssystemet med begyndelses-
betingelser, saledes at alle biler starter med en indbyrdes relativ afstand pa 30 m (nulpunktet
fastleegges, sa bil 4 har udgangsposition = = 0) og en relativ fart, saledes at farerbilen beveeger
sig med 25 m/s (svarende til 90 km/h), og de gvrige med farten 5 m/s:

> sol : =dsol ve({di ffsystem x0(0) =90, D(x0)(0)=25, x1(0) =60,
D(x1) (0) =5, x2(0) =30, D(x2) (0) =5, x3(0) =0, D(x3)(0)=5},
vari abl e, t ype=nuneri c);

V.h.a. odepl ot plottes da den numeriske lgsning, jf Figur 5.4.1

> plots[odeplot](sol, [[t, xO(t)], [t, x1(t)],

[t, x2(t)],[t, x3(t)]], O..20,

title="Stedfunktioner for de fire biler",

| egend=["bil0","bil1","bil2","bil3"],label s=["t/s","x/mM']);

hvor den gverste graf er stedfunktion for bil 1, den naeste for bil 2 0.s.v.

Af Figur 5.1 ser det ud til, at den asymptotiske udvikling for stedfunktionerne gar mod en kon-
stant afstand. Plottes de tilsvarende fartfunktioner, Figur 5.2, fremgar desuden, at den asymp-
totiske udvikling for farten for fglgebilerne gar mod farten for farerbilen, d.v.s. bilerne “falges
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Stedfunktioner for de fire biler
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Figur 5.1: Plot af stedfunktioner

ad”, ngjagtigt som man matte forvente det. Dette er ikke overraskende udfra den mikroskopiske
model, (5.18), hvor accelerationen ses at ga mod nul, nar den relative fart gar mod nul.

> plots[odeplot](sol, [[t, diff(x0(t),t)], [t, diff(x21(t),t)],
[t, diff(x2(t),t)],[t, diff(x3(t),t)]], O..20,
title="Fartfunktioner for de fire biler",

| egend=["bilO0","bil1","bil2","bil3"],|abel s=["t/s","v/(ms)"]);

Udviklingen af de forskellige kinematiske funktioner er i dette tilfeelde ikke voldsomt interes-
sante, idet vi har meget simple begyndelsesbetingelser. Men hvad hvis vi f.eks. foretog samme
plot, men med forskellige veerdier for de enkelte bilers begyndelsesfart? Vi lavede derpa et plot,
hvor begyndelsesfarten var varierende ned gennem kolonnen, saledes at bil 3 havde farten 35
m/s, bil 2 25 m/s, bil 1 30 m/s og endelig bil 0 3 m/s. De relative afstande var de samme som
far. Resultatet kan ses i Figur 5.3.

Det bemeerkes, at graferne i lgbet af de farste fem sekunder krydser hinanden flere gange, far
situationen stabiliserer sig med en asymptotisk udvikling med konstant relativ afstand. D.v.s.
modellen gar det tilsyneladende muligt at overhale forankarende, men samtidig veere afhaengig
af dennes bevaegelse, saledes at situationen atter stabiliserer sig med en rigtig fordeling af den
relative fart. Dette er en alvorlig mangel i modellen, som vi nu vil forsgge at uddybe matematisk
udfra et simplere eksempel.
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- Fartfunktioner for de fire biler
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Figur 5.2: Plot af fartfunktioner
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Figur 5.3: Plot af stedfunktioner med varierende begyndelsesfart

5.4.2 Tilfzldet n = 2 med konstant fart for farerbilen

Betydningen af begyndelsesbetingelserne ses allerede for det simpleste tilfeelde med kun to biler,
d.v.s. n = 2, hvor accelerationsfunktionen for fgrerbilen er nul — altsa denne beveeger sig med
konstant fart. Vi vil da have nedenstaende situation. Bevaegelsen for den bagvedliggende bil er
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t=0
Fartv_0,1 Fartv_0,0
| ] o]
| | -
x_0,1 x_0,0 X

Figur 5.4: Tilfeeldet med to biler og konstant fart for fgrerbilen

da fastlagt ved fglgende inhomogene andenordens differentialligning
E1(t) = Mao(t) — 21(2)) (5.19)
Vi har desuden falgende begyndelsesbetingelser for begge biler udfra ovenstaende overvejelser

:El(O) = .1‘0’1 .’L‘()(O) = 120’()

171(0) = 'UO,I .’L‘()(O) = ’UQ,() = .’i)o(t),
hvor det antages, at o0 > zo,1 samt at vg o er en positiv konstant. Stedfunktionen for farer-
bilen kan umiddelbart bestemmes ved integration af fartfunktionen z((¢). Ved anvendelse af
begyndelsesbetingelser, er det indlysende, at vi far

X0 (t) = vp,0t + Zo,0-

Dernaest kan 1 (¢) bestemmes ved lgsning af (5.19). Fartfunktionen for fgrerbilen, & (t) = vo,0,
substitueres ind i ligningen og vi far

T (t) = )\(U()y() — j?l(t)) -~ §71(t) + /\C.Cl(t) = )\U()y(). (520)

Den generelle Igsning til denne differentialligning er som bekendt summen af den fuldsteendige
lgsning til den tilsvarende homogene ligning samt en partikuleer lgsning til den inhomogene
ligning. Det ses umiddelbart, at den homogene ligning har den karakteristiske ligning 72 + \r =
0, hvor rgdderne er » = 0 V r = —\. Deraf far vi, at

—At
Z1,homogen (t) =€ +c, c1,c2€R

Med hensyn til den inhomogene ligning er det klart ved indsettelse, at 21 pq,4ik (t) = vo ot €r en
lgsning. Altsa er den fuldsteendige lgsning til (5.20)

$1(t) = xl,homogen(t) + xl,partik(t) = Cle_)\t +vo 0t +c2, c1,02 € R

Udfra de opstillede begyndelsesbetingelser kan vi da bestemme lgsningen til det oprindelige
problem. For ¢ = 0 haves, at

V0,0 —Y0,1
c1+c2 = To,1 L = -
A _ At _ V0,0 —0,1
—Ac1 +v0 = o, C2 = Tol— — 3
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d.v.s. lgsningen til (5.20) med de angivne begyndelsesbetingelser er

V0,0 — V0,1 _
.’El(t) = f@ A + ’U()y()t + Zo,1 —

V0,0 — V0,1
S

Vi vil nu se pa betydningen af begyndelsesveerdier og parametre, nar vi skal afgere om de to
biler nér hinanden. Vi ser pa ligningen z1 () = zo(t), idet det antages, at vg o # vo,1 d.V.S.

v0,0— _ v0,0—
70‘0/\ 01 e At + ’U()’()t + Zo,1 — 70‘0/\ 0l — ’U()’()t + Z0,0

—xt _ Alzo0=20,1)+(v00=v0.1) _ 4 )\Z0.0=%0,1

€ .
V0,0 —70,1 V0,0 —%0,1

Vi ser, at forholdet i venstresiden af den sidste ligning blot er forholdet mellem den relative
begyndelsesafstand og den relative begyndelsesfart; lad da Az = ¢ g—x9,1 09 Av = vg,0—v0,1.

Vi far sa

1 Az

t=——In(A—+1].

A ( Av + )
Altsd, de to stedfunktioner er potentielt lig hinanden til tiden ¢. Hvorvidt dette vil veere tilfeldet,
afhanger direkte af stgrrelsen Aﬁ—‘; + 1. Den naturlige logaritme er kun defineret for positive
reelle tal, d.v.s. vi forlanger, at /\ﬁ—g + 1 > 0.Ydermere har vi forudsat, at ¢ > 0; da det geelder
at A > 0 skal Aﬁ—j + 1 < 1 (den naturlige logaritme til et tal ¢, 0 < ¢ < 1 er negativt eller nul),
d.v.s. samlet har vi
Az

Av

A 1 A
2 e~ <22 <.

0<A Av — A Av —

+1<1l&e-1<A

Ovenstaende udtryk ger det nu muligt preecist at udtale sig om begyndelsesbetingelsernes betyd-
ning. For specialtilfeldet Az = 0 ses uligheden at have den indlysende lgsning ¢ = 0. For mere
generelle tilfeelde geelder, at da A\, Az > 0, kan der kun veere tale om sammenstad/overhaling,
nar Av < 0, d.v.s. nar bagvedkarende til tiden ¢ = 0 beveeger sig med hgjere fart end foranke-
rende. Nar dette er tilfeeldet, kan sammenstad forekomme. Hvis f.eks. Az er lille og Aw er stor,
kraeves ogsa en relativt stor vaerdi for )\, d.v.s. en kraftigere reaktion o.s.v. Det ma forventes, at
resultatet kan generaliseres til tilfeldet med flere biler, men afheengigheden af begyndelsesbe-
tingelser kompliceres voldsomt bare ved tre biler. Det inhomogene led i differentialligningen er
da betydeligt mere kompliceret, og det er neeppe muligt at fastsla eksakte betingelser som oven-
for. Samme metode vil gare sig geeldende i tilfeeldet, hvor accelerationsfunktionen for farerbilen
ikke er nul. Vi undersggte i vort eksempel sammenhangen mellem stedfunktionerne for to biler
i tilfeeldet, hvor fererbilens acceleration var konstant; de omfattende ligninger i dette tilfeelde
viste sig imidlertid ikke at kunne lgses analytisk. Selvom dette eksempel maske virker som en
traditionel matematisk argumentation for en given egenskab, er det vigtigt at bemaerke, at vi
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rent faktisk har faet papeget en alvorlig svaghed ved netop denne model: Et karetgj kan over-
hale p.g.a. begyndelsesvardier, men vil stadig veere afhengig af den oprindeligt forankgrende
og med tiden indstille farten herefter (og falde bagved igen). Dette har ingen hold i virkeligheden
og peger for alvor pa, at der er plads til forbedringer. Problemet skyldes, at vores matematiske
udgangspunkt er en lineer differentialligning; accelerationen for et givet karetgj er proportional
med den relative fart i forhold til forankerende, og dette er ikke tilstreekkeligt til at forhindre
ovenstaende uacceptable opfarsel. Dette kan der korrigeres for ved anvendelse af modeltypen
4.6, hvor reaktionens starrelse ogsa afhaenger af den relative afstand. Denne afhangighed bevir-
ker, at en bagvedliggende, uanset begyndelsesbetingelser, aldrig vil kunne na en foranliggende
— jo teettere de kommer pa hinanden, jo kraftigere vil acceleration/decelerationen blive. Yder-
ligere konklusioner pa dette eksempel og den generelle anvendelighed af denne simple, linezre
model falger i Afsnit 6.4.






KAPITEL 6

Farsteordens lineage systemer og
stabilitet

Vi vil nu som lovet i Afsnit 4.2 se naermere pa stabilitetsspargsmalet for n karetgjer pa en lukket
vejstraekning med reaktionstid 7', d.v.s. vi har differentialligningssystemet

i(t+T) = Min(t) —31(2))
.$2(t +7) = .>‘($1(t) — d2(t))  eT>0A>0. 6.)
in(t + T) = /\(-'in—l(t) - xn(t))

Dette system er vidt forskelligt fra det simple parvist koblede system, der blev studeret neermere
i Afsnit 5.4, idet koblingen er langt mere kompliceret. Dette kraever yderligere teori for systemer
af differentialligninger. Som tidligere navnt kan enhver n. ordens differentialligning omskrives
til et farsteordens lineeert differentialligningssystem, d.v.s. teorien for disse er tilstreekkelig.

Idet falgende afsnit vil vi overveje egenskaberne for lgsningerne til det generelle linezere
homogene farsteordens differentialligningssystem. Bemeerk, at vi ikke vil overveje det inhomo-
gene tilfeelde; homogene systemer er tilstraekkeligt i stabilitetsproblematikken. Generaliseringen
er dog ikke vanskelig, der henvises til [Nagle, afsnit 9.6].

Fra Appendiks A ved vi, at et lineart system af ligninger kan opstilles pa matrix-form, d.v.s.
det specielle farsteordenssystem

x'(t) = Zfi(t)xi(t)a

57
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kan skrives pa formen
X'(t) = A(t)x(t), 6.2)

hvor A(t) er matricen med den :. sgjlevektor f;(¢).

Vi vil nu forsgge at karakterisere egenskaberne for lgsningerne til dette system. Teorien bag
dette er blot en generalisering af selvsamme problem for andenordens differentialligninger, jf.
Kapitel 5, hvorfor vi ikke vil gennemfare beviser i alle detaljer.

6.1 Egenskaber for lgsninger

6.1.1 Superposition og uafhengighed

Lineariteten i det betragtede system ger det muligt at generalisere det velkendte superpositions-
princip for ordinzre differentialligninger.

Seetning 6.1 (Superposition for systemer)

Lad x1(¢),x2(t),-..,xn(¢) veere n losninger pa et abent interval I C R til den homogene
differentialligning

Hvis ¢1, co, - . . , ¢, €F reelle konstanter, er linearkombinationen
x(t) = e1x1(t) + caxa(t) + - - - + cpxn(t),
ogsa en lgsning pa intervallet T.

Beviset folger umiddelbart af linearitet, jf. Afsnit 4.1.5.

Tilsvarende vil vi indfgre lineeer uafheengighed for vektorfunktioner — dette er ikke van-
skeligt, idet der blot er tale om en generalisering af lineser uafhaengighed mellem vektorer i R™,
jf. Afsnit A.1.2.

Definition 6.1 (Linezer afthaengighed mellem vektorfunktioner)
Lad x1,xo,...,X, vare vektorfunktioner. Sa siges disse at veere lineart afhaengige
hvis sammenhangen

axi(t) +coxa(t) + -+ + enxn(t) =0, (6.3)

kun har den trivielle lgsnig, d.v.s. at ¢y, ¢, . . . ¢, € Raalle er nul. | modsat fald siges
vektorfunktionerne at veere linezrt uafhangige.
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Fra Afsnit A.1.1 ved vi, at (6.3) kun har den trivielle lgsning, hvis og kun hvis determinanten

11 (t) 12 (t) e T1in (t)
_ 21 (t) 92 (t) e Ton (t)
Tni(t) n2(t) -+ xpn(t)

er lig nul. Denne determinant vil vi kalde Wronskideterminanten, analogt med vores definitioner
under lgsning af andenordensligninger. Fglgende setning ma da umiddelbart geelde

Seetning 6.2 (Wronskideterminanten og uafhangighed)

Givet vektorfunktionerne x;(t),x2(t), ... x,(t), kontinuert pa et interval I C R, galder, at
Wronskideterminanten W = 0, hvis og kun hvis x1, x2, ... x;, er linezrt afhangige.

Beviset for s&tningen falger umiddelbart af det faktum, at systemet X (¢)c = 0 — hvor X (¢)
er matricen med den 4. sgjlevektor x;(¢t) — kun har den trivielle lgsning, hvis og kun hvis
det A = 0.

6.1.2 Generel lgsning af homogene differentialligningssystemer

Ved hjelp af uafhengighedsbegrebet, kan vi nu se pa den generelle lgsning til det homogene
differentialligningssystem. Som for homogene andenordensligninger viser det sig, at ved lineger
uafhaengighed mellem et tilstreekkeligt antal Igsninger kan den generelle lgsning konstrueres.

Seetning 6.3 (Generel Igsning til homogene systemer)
Lad x1(t),x2(t), ... x,(t) vaere n linegrt uafheengige lgsninger til det homogene differential-
ligningsystem

pa et interval I C R og n x n matricen A(t) veere kontinuert pa I.
Da kan enhver lgsning til differentialligningssystemet udtrykkes pa formen

x(t) = c1x1(t) + coxa(t) + - - - + cnxn(t),
forallet € I.

Felgende bevis bygger pa at vi antager to forskellige lgsninger og dernaest viser, at hvis disses
begyndelsesveerdier er ens, sa er de to lgsninger ens.

BEvIS: Lad a € I. Vi vil nu vise, at der eksisterer konstanter ¢y, ca,...,c, € R saledes, at
Igsningen

y(t) = cixi1(t) + caxa(t) + - + caxan(?),
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har de samme begyndelsesvardier for ¢ = a som x(t) hvorved

axi(a) + caxz(a) + - -+ + cnxn(a) = x(a). (6.4)

Lad X (¢) vaere n x n matricen med sgjlevektorerne x1, xs, ..., X5, 0g lad ¢ vare vektoren med
komponenterne ¢, ¢a, - - -, ¢,. Da kan (6.4) omskrives til

X(a)e = x(a). (6.5)

Wronskideterminanten W (X (a)) = det X (a) # 0 da x1, x2, ..., X, er lineert uafhengige.
Derfor har X (a) en invers matrix X (a) og ¢ = X !(a)x(a), der som gnsket tilfredsstiller
(6.5). Det ses sa, at de givne lgsninger x(t) og y(t), med veerdierne for c1, cs, ..., ¢, fundet
ved ligningen ¢ = X ~!(a)x(a), har de samme begyndelsesveerdier for ¢ = a og derfor falger
af eksistens og entydighed, Seetning 4.1, at x(¢) = y(¢). B

6.2 Generel lgsning til det homogene linezre system med konstante
koefficienter

Vi vil nu undersgge det specielle tilfelde for det homogene linezre system x’(t) = A(t)x(t),
hvor alle indgange i A(¢) er reelle konstanter. Vi vil derfor skrive systemet

x'(t) = Ax(t), (6.6)

hvor A er en kvadratisk matrix og x(t) € I C R™.
Konstante koefficienter ses at veere tilstraekkeligt i behandlingen af det koblede system i
forbindelse med stabilitetsspargsmalet, jf. (6.1).

6.2.1 Lgsning af systemet

Vi vil nu indfgre et nyt begreb, der viser sig at have afgarende betydning for lgsningen til (6.6).

Definition 6.2 (Egenvektor)
Lad A veere en kvadratisk matrix. Hvis u er en ikke-triviel lgsning til ligningen

Au = ru, (6.7)

for en (kompleks) skalar r, siges u at vaere en egenvektor til A med egenveerdi r.

V.h.a. egenvektorbegrebet er det nu muligt umiddelbart at udtale sig om specielle ikke-trivielle
lgsninger til (6.7).
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Seetning 6.4 (Lgsning)
Givet det farsteordens lineare system

x'(t) = Ax(t),
geelder, at hvis u er en egenvektor til A med egenveerdi r, sa er
x(t) = e"u,
en ikke-triviel lgsning til systemet.
BEVIS: Antag, at x(¢) = e"tu er en lgsning til systemet, hvor u # 0. Ved indsettelse fas
x'(t) = re"'u = Ae"'u = Ax(t) & Au = ru, (6.8)

idet " # 0 for alle t. D.v.s. x(t) er en lgsning, hvis og kun hvis u er en egenvektor til A med
egenveerdi 7. W

Helt konkret kan vi finde egenvektorerne for en matrix A ved en naermere undersggelse af (6.7).
Denne ligning ses at veere ekvivalent med falgende homogene system,

(A—rIu=0,

hvor I er identitetsmatricen. | definitionen forlanges en egenvektor u # 0 forskellig fra nulvek-
toren, d.v.s. vi forlanger ikke-trivielle lgsninger. Dette vil kun veere tilfeeldet, jf. Seetning A.4,
hvis betingelsen

det(A —rI) =0,

er opfyldt. Vi kan umiddelbart argumentere for, at det(A — rI) ma vere et polynomium af grad
n. | udregningen af determinanten, jf. Afsnit A.1.1, vil en faktor a;; — 7 indgd i forste led af
summen netop n gange; dette fremgar direkte af den rekursive definition. | de gvrige led, vil
faktoren a;; — r indgé n — 1 gange, d.v.s. determinanten ma vere et n.. grads polynomium.

Fra algebraens fundamentalsetning, jf. Seetning B.2, ved vi, at dette polynomium vil have
netop n radder (reelle, komplekse eller gentagede), d.v.s. ved beregning af disse fas n egenveer-
dier, r1,7r9,... ,7, € C, til n x n matricen A. De respektive egenvektorer bestemmes da ved
lgsning af ligningen (A — r;u;) = 0. Det folger dermed, at vi altid kan bestemme n lgsninger
til (6.6).

Spargsmalet er nu blot, i hvilke tilfelde metoden kan bruges til at finde n linezrt uafhengige
lgsninger. | sadanne tilfelde vil man, jf. Seetning 6.3, have den generelle lgsning til det homo-
gene farsteordens lineare system med konstante koefficienter. Det viser sig, at der for lineaer
uafhaengighed mellem egenvektorerne til en matrix A kraeves, at A har n forskellige egenveer-
dier. | det fglgende antages, at disse egenveerdier er reelle, men generaliseringen til komplekse
egenveerdier er simpel.
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Seetning 6.5 (Uafhaengighed mellem egenvektorer)
Lad A vaere en n x n matrix. Egenvektorerne til A er linezrt uafhaengige, hvis A har netop n
forskellige egenveerdier, 71,79, ... ,74.

Bevis: Vi beviser her kun tilfeeldet, hvor n = 2; det generelle tilfeelde bevises tilsvarende
v.h.a. induktion. Antag, at de to egenvektorer u; 0g u, er lineeert afheengige, men har forskellige
egenvardier, d.v.s. u; = cuy for en konstant c og 1 # 7. Vi har da

Auy = A(cug) = cAuy & riup = criug & 11 = T,

d.v.s. en modstrid, hvorfor u; og u, ma veere linezrt uafhengige. M

Seetning 6.6 (Generel lgsning)

Lad A vaere en n x n matrix. Antag, at ui, ug, ... , u, er n linezrt uafhengige egenvektorer til
A med tilhgrende egenveerdier rq, 7o, ... 1y,.

Hvis x;(t) = e"i*u;, 1 <4 < n, s er den fuldstendige lgsning til

X'(t) = Ax(t),
pa intervallet T C R givet ved linearkombinationen
x(t) = c1x1(t) + coxa(t) + . .. + cnxn(t),
hvor ¢1,co,... ,c, € R

BEvis: Afantagelsen om lineser uafheengighed mellem egenvektorerne falger direkte, at Wronski-
determinanten W (c1x1, coxa(t), . - , cnXn(t)) # 0, 0g linearkombinationen er derfor den fuld-
steendige lgsning. W

Korollar 6.1
Hvis n x n matricen A har n forskellige egenveerdier r1, 79, ... ,r, er den fuldsteendige lgsning
til x'(t) = Ax(t)

n
x(t) = Zcie”tui, c €R
i=1
Ovenstaende falger umiddelbart af Sztning 6.5.

Antagelsen om n forskellige radder stiller visse begraensninger for koefficientmatricen, men
ovenstaende viser sig at vaere tilstreekkeligt i vores tilfelde. Det er imidlertid heller ikke van-
skeligt at konstruere en fuldsteendig lgsning i det generelle tilfeelde, for detaljer henvises til
[EdPen93, afsnit 5.6].



6.2. GENEREL LASNING TIL DET HOMOGENE LINEARE SYSTEM MED
KONSTANTE KOEFFICIENTER 63

EKSEMPEL 7
Vi har differentialligningssystemet

() = 6z1(t) — Toa(t)

Il 6.9
5() = z1(t) — 2x2(2). (6.9)

Dette kan vi opskrive, ved hjeelp af matrixnotation, pa formen
6 —7
x'(t) = [ L o ] x(t) = Ax(t).
For at lgse dette system skal vi bruge egenveardierne til A

6—r -7

det(A—r-I)= . 5
—2—r

=6-r)(-2-7)+T7=r*—4r—5=(r+1)(r - 5).

Hvilket giver os egenveerdierne r = -1V r = 5.
For vores koefficientmatrix tager egenvektorligningen formen

s lREa! oo

for den associerede egenvektor [a  b]7.
Forr=-—1
| (6.10) substituerer vi egenveerdien r = —1 og far

L)

Vi veelger a = 1, hvilket giver os egenvektoren u; = [1  1]7 knyttet til r = —1.

HElitgt]

Vi veelger b = 1, hvilket giver os egenvektoren uy = [7 1] knyttet til » = 5. Vores to
egenveerdier med tilknyttede egenvektorer giver os to lgsninger til (6.9)

7 1
x1(t) = [ ] e’ 09 xo(t) = [ ] e’
1 1
Idet Wronskideterminanten
765t e—t

eSt e—t
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aldrig er nul er x; 0g x5 lineaert uafhaengige, og den generelle lgsning kan opskrives

7 1
x(t) =1 [ ) et + ¢y [ ) ] et c,€eR
Denne kan omskrives til
) = Teedt —t
;El( ) c1e’” + coe Cenen € R
To(t) = cre® 4 coe”!

I Afsnit 6.2 har vi antaget reelle egenveerdier og dermed ogsa egenvektorer med reelle kom-
ponenter. Dog omfatter teorien ogsa de tilfeelde, hvor en eller flere af egenveerdierne af reelle —
komplekse egenveerdier er en ngdvendig antagelse i det generelle tilflde, hvor koefficientma-
tricen ikke er eksplicit givet.

6.2.2 Forskellige komplekse egenverdier

For komplekse egenveerdier geelder det samme som for reelle egenvardier, forudsat at de er
forskellige. Den eneste afgerende forskel er, at for en kompleks egenveerdi  er den tilhgrende
egenvektor u ogsa kompleks. Fglgende s&tning geelder

Seetning 6.7 (Lasninger tilhgrende en kompleks egenveerdi)
Lad det homogene lineare differentialligningssystem veere givet ved

x/(t) = Ax(t),

hvor A er en kvadratisk matrix med reelle indgange. Antag, at u; er en egenvektor med egen-
verdir, € C. Saer

e"tu; og eM?

ﬁla
to lineart uafhaengige lgsninger til differentialligningssystemet x’(t) = Ax(t).

BEvis: Det er Klart, at hvis 7, € C er en egenveerdi, er ogsa 7, en egenvardi; de er begge
redder i det karakteristiske polynomium. Hvis a + b er en egenvektor til r1, sd er a — ib en
egenvektor til ro, idet vi kan konjugere falgende ligning

(A—rI)z =0,
og far
(A-—rI)z=0.

Af Seetning 6.4 og 6.5 falger da, at e™*u; og e™*u, er linezert uafhengige lgsninger. W
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Ovenstaende generelle form viser sig tilstreekkelig til vores brug, men det er ikke vanskeligt at
skrive de komplekse eksponentialfunktioner ud i reelle lgsninger. Vi har

x(t) = etu=ePtidiy

= eP(cos gt + isingt)(a + ib),
altsa

x(t) = eP'(acos gt — bsingt) + ieP* (b cos gt + asin gt).

6.3 Stabilitetsanalyse

Vi vil nu overveje det oprindelige spgrgsmal for vores mikroskopiske model — hvornar er der
stabilitet for et system med n keretgjer pa en lukket streekning? Udgangspunktet er som bekendt
differentialligningssystemet

Tp(t +T) = Map-1(t) — £x(t)), 1<k<n, (6.11)

hvor T > 0 er reaktionstiden, A > 0 er en proportionalitetskonstant og x(¢) stedfunktionen for
det k. koretgj. | det lukkede system vil ydermere geelde, at z¢(t) = z,(t).

Lad v(t) = x(t); sa kan systemet omskrives til falgende farsteordenssystem pa matrixform,
jf. Appendiks A

“1 0 0 1
1 -1 0 0

VE+T)=A| 0 1 —1 .- |v(t)=XAv(D). (6.12)
' 5 0
0 0 1 -1 |

Spergsmalet er nu — hvorndr er der stabilitet, d.v.s. hvornar udvikler alle fartfunktioner sig
asymptotisk for t — oo? Det er klart, at safremt alle karetgjer, ndr ¢ = 0, har samme, konstante
fart, vil der veere stabilitet. Det, vi nu gnsker at undersgge er, hvornar der vil veere stabilitet, nar
der er mindre variationer i startbetingelserne fra karetgj til keretgj.

Lad os farst give en precis definition pa det matematiske begreb stabilitet for systemer af
differentialligninger.
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Definition 6.3 (Stabilitet)

Farsteordenssystemet x’ = Ax siges at vere stabilt, hvis alle lgsninger er begraen-
sede for ¢ > 0, d.v.s. hvis z(t) er en lgsning, ¢t € I, sa eksisterer et ¢ € R < oo,
saledes at |z(t)| < cforallet € I.

Hvis alle lgsninger gar mod nul, ndr ¢ — oo siges systemet at veere asymptotisk
stabilt.

Seetning 6.8 (Betingelser for stabilitet)

Farsteordenssystemet x’ = Ax er stabilt, hvis og kun hvis alle egenveerdier for matricen A
har ikke-positiv realdel. Systemet er asymptotisk stabilt, hvis og kun hvis alle egenveerdier har
negativ realdel.

Bevis: Lad a; veere den j. egenveerdi til A og u;(t) veere den tilsvarende egenvektor. Den
generelle lgsning til systemet er da

x(t) = Zeaituj, aj,u; € C.
Lad a; =a; + ’ibj, aj, bj € R, d.vs.
et = ela+ibi)t — gateibit — g5t (cog bjt + isinb,t).

Det er Klart, at cos b;t + i sinb;t er begreenset for alle ¢ € R uanset «;. Ustabilitet kan derfor
kun forérsages af faktoren %" altsd af a = Re[a;].

1. Antag ferst, at Re[a;] = a; < 0. Sa falger direkte af egenskaberne for eksponentialfunk-
tionen, at lim;_, o, e%* = 0, og systemet er defor asymptotisk stabilt.

2. Hvis Rejoj] = a; = 0, eralle e%t = 1, altsd begraensning, hvorfor systemet er stabilt.
3. Slutteligt, hvis Re[a;] = a; > 0, er limy_,«, €%" = oo, 0g systemet er ikke stabilt.

Satningen er hermed bevist. W

Vi postulerer da, at systemet (6.12) er stabilt, safremt produktet XT" < % Vi vil nu argumentere
for dette resultat, men det bar bemarkes, at de falgende afsnit er baseret pa egne overvejelser,
og kan derfor ikke forventes at vaere fuldsteendig deekkende for stabilitetsproblematikken. Vores
metode bygger pa simpel teori for differentialligningssystemer, hvorimod den typiske, generelle
analyse af problemet bygger pa en lgsningsmetode til systemer baseret pa approksimationer med
forskellige raekkeudviklinger, se evt. [Rothery, afsnit 4.2] for detaljer.
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6.3.1 Stabilitet og parameterafhengighed

Lad os farst skitsere den matematiske metode i vores argumentation: Da (6.12) er et fgrsteordens
linezert system ved vi, at lgsningen er en linearkombination af vektorfunktioner af typen v(¢) =
e%tu;. Vi forlanger da, at alle o; < 0 for begraensning pa alle lgsninger. Hvordan kan vi afgare,
hvornar dette er tilfeldet? P.g.a. forsinkelsesfaktoren er det uhensigtsmaessigt at se direkte pa
(6.12); vi anvender derfor en omskrivningsmetode, hvor vi ved substitution af en lgsning v(t) =
e%®u; nér frem til den betingelse, at en vardi afhaengig af A, T' og «; skal veere egenveerdi for en
ny matrix, safremt v(¢) skal veere en lgsning til (6.12). D.v.s. hvis man kan finde en lgsning til det
nye egenvardiproblem, hvor Re[a;] > 0, sa vil der vaere potentiel ustabilitet i den oprindelige
ligning.

Vi forlanger altsa for (6.12), at alle egenveerdier for koefficientmatricen A har ikke-positiv
realdel (c; < 0) séledes, at alle lgsninger v(t) = e®'u er begrensede. Som navnt er det
uhensigtsmaessigt at se direkte pa egenvaerdierne for A p.g.a. den komplicerende reaktionstid 7'
Vi anvender i stedet omskrivningsmetoden.

Lad matricen S veere givet ved

0 0 1
0 O 0
S=10 1 0
0
0 0 10
Sa kan (6.12) opskrives som
V(t+T) = M8 — I)v(t). (6.13)

Da den generelle lgsning som bekendt er en superposition af vektorfunktioner af typen v(¢) =
e®u, o, u; € C, substitueres dette ind i ovenstdende

aeTey = \(S — Ne*'u < (S — (1 + %eO‘T) I) u=0. (6.14)

Af definitionen pa egenveerdier/egenvektorer, jf. Definition 6.2, ses det, at u er en egenvektor til
S med egenveerdi 1+ $e®T.

Det ma da gelde, at hvis man ved variation af parametrene X og 7" kan konstruere en lgsning
til ovenstdende egenverdiproblem, hvor Re[a] > 0, sa vil der veere potentiel ustabilitet i (6.12),
idet de to udtryk er aekvivalente. Dette kraever, at vi farst ser neermere pa formen af de generelle
egenverdier for den kvadratiske matrix S.

Vi kan vise, at det karakteristiske polynomium for S er ™ — 1. Det karakteristiske polyno-
mium er som bekendt det(S — rI), r € C. For enhver kvadratisk matrix A, jf. Afsnit A.1.1,
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defineres determinanten rekursivt som
n .
det A = Z(—1)1+Ja,1j det Alj.
i=1

Lad A = S — rI. For ethvert valg af n» er kun a;; = —r og ay,, = 1 forskellige fra nul. Altsa
fas

det A = ay1 det A1 + (—1)1+"a1n det Ay, = —rdet A1 + (_1)1—|—n det A1p,.

Det er ikke vanskeligt at overbevise sig om, at det Ay = (—r)” !, samt at det Ay, = 1. D.v.s.
vi far

det A = —r(—r)" L 4 (=) = (=) + (=1)}7,

Afhangig af om n er lige eller ulige bliver polynomierne enten p(r) = —r™ + 1 eller p(r) =
r™ — 1, d.v.s. vi far ligningen p(r) = r™ — 1 = 0 for egenverdier. | Appendiks A vises det,
at lgsningen til denne polynomiumsligning er de forste n enhedsrgdder, hvor den k. rod kan
skrives pa formen

ri, = (€)= (cos @ +isin )k, 0= 2_7T
n

Hvis n er stor, d.v.s. i tilfeeldet med mange karetgjer, vil radderne ligge teet, hvorfor den diskrete
funktion (e?)* kan approksimeres med e’®, 0 < ¢ < 2r (n-kanten af enhedsrgdder approk-
simeres med enhedscirklen). Denne approksimering anvendes da til at satte begreensninger pa
1+ %eaT. Safremt denne veerdi skal veere egenverdi til S, skal den ngdvendigvis have form
som S’ egenveerdier generelt, altsa

1+%eaT:ei¢, 0< ¢<2m
og lad z = oT € C. S& kan ovenstaende omskrives til
ze® = \T (e —1). (6.15)

Hvordan er ovenstaende sa relateret til stabilitetsspargsmalet? Hvis (6.15) har lgsninger for et
bestemt parametervalg, A og T for tilfeldet Re[a] > 0 = Re[z] > 0, sa vil samme paramtervalg
i (6.12) give ustabilitet, da (6.14) og (6.12) er algebraisk &kvivalente.

Hvorvidt der findes sddanne lgsninger, kan kun afhaenge af parameteren AT

BEMARKNING: Denne konklusion er ikke helt korrekt, idet vi kunne risikere, at ligningen slet
ikke har nogen lgsning uanset parametervalg. En naermere undersggelse viser dog, at dette ikke
er tilfeldet, jf. nedenfor.
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6.3.2 Begrznsninger pa \T

V.h.a. en relativt simpel ad hoc metode er det faktisk muligt, konkret at bestemme begraensnin-
gerne pa AT Lad os overveje det kritiske tilfelde for (6.15), hvor Re[z] = Re[aT'] = 0 (netop
pa graensen til ustabilitet). Vi kan da skrive z = i3, 3 € R og far ligningen

B i _ (it _
Vil AT (e 1).
Ved udvidelse i trigonometriske funktioner, jf. Appendiks B, fas da
ifcosB — Bsinff = AT (cos¢p — 1+ isin¢).

To komplekse tal er som bekendt kun lig hinanden, hvis de to tal har samme real- og imaginzr-
del, d.v.s. vi kan opstille ligningssystemet

BcosB = XIlsing

Hvis ovenstaende har en lgsning for et givet parametervalg AT, vil vi saledes have potentiel
ustabilitet i (6.12). Grafisk kan problemet opfattes, som det at finde skaeringen mellem to para-
meterfremstillinger i planen.

Figurerne 6.1, 6.2 og 6.3 viser tre forskellige plots udfert i Maple med varierende vardier af
AT. Den stiplede graf er parameterfremstillingen for venstresiden af ovenstdende ligningssy-
stem, d.v.s. (z,y) = (—tsint,tcost), mens den ubrudte er grafen for hgjresiden, (z,y) =
(AT (cost — 1), AT sint).

lambda*T=0.3

24

-6 7/”7”7”«”«”“/"’

Figur 6.1: AT = 0,3



70 6. FORSTEORDENS LINEARE SYSTEMER OG STABILITET

lambda*T=0.5

Figur 6.2: AT = 0,5

lambda*T=0.8

Figur 6.3: AT = 0,8

Det fremgér af Figurerne 6.1, 6.2 0og 6.3, at hvis AT g % har (6.16) netop ingen lgsning.
Som omtalt i skitsen over vores metode, betyder dette, at der ikke er nogen lgsning til egen-
vardiproblemet (6.14) for et o med positiv realdel for parametervalg, hvor \XT' 5 % d.v.s.
egenveerdierne for koefficientmatricen A i (6.12) vil have ikke-positive realdele, og dermed er

der stabilitet.
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6.4 Anvendelighed af model fra en praktisk vinkel

Efter den omfattende modeldannelse og de mange matematiske undersggelser af den opstillede
simple mikroskopiske model, er det nu vaerd at overveje, hvad resultatet af den praktiske under-
sggelse egentlig er. Blev vi bekreftet i vores vurdering fra Afsnit 2.3?

I rapporten har vi behandlet de falgende to eksempler pa modelanvendelse

1. Tilfeldet med n + 1 karetgjer pa en lige vejstreekning uden reaktionstid og med konstant
fart for farerkoretgjet.

2. Tilfeldet med n karetgjer med reaktionstid pa en lukket (cirkuleer) vejstreekning.

Lad os nu forsgge at vurdere validiteten af disse modelresultater ved at sammenholde dem med
alment kendte empiriske fakta om trafik.

For tilfeldet i 1) kan der efter den praktiske behandling neppe veere nogen tvivl om, at
modelanvendelsen tvivisomt kan fa nogen egentlig praktisk betydning i den bredeste forstand.
Allerede pa dette forholdsvis simple matematiske niveau, udviser modellen besynderlig opfarsel
i specialtilfeelde, der faktisk ligger indenfor gyldighedsomradet — og derfor ma vi konkludere,
at modellen i dens nuvaerende form som en konkret, umiddelbar beskrivelse af trafik ikke er
tilstreekkelig. Dog skal bemaerkes, at der er en afggrende forskel mellem en analyse af de umid-
delbare resultater og analysen af stabilitet, punkt 2), der raekker betydeligt dybere.

Her griber vi dybere ned i de matematiske egenskaber og anvender abstraktion og mate-
matisk tenkning som metode til at nd frem til mere skjulte egenskaber i den semipraktiske
trafiksituation. Tilfeeldet med et givet antal keretgjer pa en cirkuler vej i sig selv har ikke nogen
praktisk analog, er resultaterne stadig interessante, nar vi forlader den matematiske abstraktion
og vender tilbage til et mere jordneert niveau. Selvom man kan betvivle den eksakte ellers ka-
rakter af konklusionen, at AT' $ 3 i virkelige situationer, har vi formet v.h.a. matematik at gare
rede for, at stabilitet i teet trafik bl.a. afhanger af de enkelte forers agression (svarende til sen-
sitivitetskoefficienten) og reaktionstid. | en empirisk sammenhang er dette ikke overraskende,
men det gor imidlertid ikke resultatet mindre vigtigt, for det viser, at modellen i nogen grad
har kunnet eftergare simple empiriske fakta. Dette er en afggrende egenskab, for det fremhae-
ver vigtigheden af sadanne semipraktiske undersggelser som middel til effektiv og anvendelig
modelopstilling. Det bekrafter os ligeledes i vurderingen fra Afsnit 2.3, at modellen vil veere et
udmeerket udgangspunkt for videreudvikling, selvom dens umiddelbare egenskaber er utilstraek-
kelige. Men specielt har den matematiske behandling vist os vigtigheden i at skelne mellem re-
sultaternes niveauer. Selvom visse simple forudsigelser ikke kan anvendes direkte, har modellen
dybereliggende resultater, der faktisk er ganske relevante.






KAPITEL 7

Konklusion

Vi har i denne rapport undersggt anvendelsen af matematiske og teoretiske modeller i trafik ud-
fra en praktisk vinkel. Farst opstillede vi en simpel, fysisk betonet model, hvis formal var at
eftergare trafiks opfersel pa mikroskopisk niveau, altsa et niveau, hvor de individuelle karetgjer
betragtes. Vi argumenterede for modellens relevans i seerlige trafiksituationer og konkluderede
desuden, at det fysiske afgreensningsomrade var et udmeerket alment grundlag for videreudvik-
ling af modeltypen. Dog vurderede vi allerede her, at modelanvendeligheden ville veere begren-
set p.g.a. det smalle afgraensningsniveau; modellen var snarere en beskrivelse af den opgave, det
er at fore et koretgj i en trafiksituation.

Dernast foretog vi en undersggelse af trafikplanleeggerens arbejde og den sammenheng,
han indgdr i pa baggrund af litteratur samt et interview med trafikplanlaegger Anker Lohmann-
Hansen (Institut for Samfundsudvikling og Planleegning, AUC). Det viste sig, at den taette kob-
ling mellem det praktiske og det teoretiske problem (det tekniske og det samfundsrelaterede),
begreensede modelanvendelsen i planlaegningsarbejdet til hovedsagelig empiriske og praktiske
betonede overvejelser. Anvendelsen af teoretiske modeller af den mikroskopiske type har farst
for nyligt vundet indpas i serligt komplicerede og specielle planlegningssituationer, hvor EDB
og simulering er et nyttigt veerktgj.

Derefter indfarte vi teori for differentialligninger og omformulerede herudfra den tidligere
fundne modelligning til et lineaert system af differentialligninger med henblik pa en neermere un-
dersggelse af visse af modellens egenskaber samt en mere konkret, matematisk funderet vurde-
ring af praktisk anvendelighed. Dette blev gjort udfra to semipraktiske, konstruerede eksempler:
n + 1 karetgjer pa en lige vejstraekning uden reaktionstid samt n karetgjer pa en cirkulaer vej-
streekning med reaktionstid. Vi sa pa forskellige typer koblinger mellem differentialligningerne.
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Farste tilfeelde viste sig at kunne undersgges udfra teorien om ordinare differentialligninger af
andenorden og v.h.a. Maple undersggte vi et system med 4 biler. Begyndelseshetingelser vi-
ste sig at veere af afgerende betydning for udviklingen, og i specielle situationer gav modellen
utilfredsstillende resultater.

For tilfeldet med n keretgjer pa en cirkuleer streekning, indfaertes grundleeggende resultater
og metoder for generelle systemer af differentialligninger. Disse dannede grundlag for en ka-
rakterisation og undersggelse af stabilitet i det lukkede system med reaktionstid. Det viste sig,
at der tilsyneladende var tale om stabilitet (d.v.s. alle fartfunktioner for karetgjerne var begraen-
sede), safremt produktet af to parametre (svarende til reaktionstid og et gennemsnit af farernes
agression) i modelligningen var mindre end en vis verdi. Vi argumenterede for, at den eksakte
veerdi af resultatet naeppe havde den store betydning, men at den matematiske forudsigelse var
i god overensstemmelse med intuition og empiri. Derfor vurderede vi, at ogsa de matematiske
resultater pegede pa, at modellen farst og fremmest udmeerkede sig som udviklingsgrundlag for
mere avancerede modeller.

Endelig konkluderede vi, at de praktisk matematiske resultater stemte overens med den op-
rindelige vurdering af modellen, samt at det er afgarende at skelne mellem resultater pa forskel-
lige niveauer.

| vores arbejde har ovenstaende resultater alle varet interessante og mere eller mindre uven-
tede, idet vi som udgangspunkt forventede en betydeligt stgrre anvendelse og anvendelighed
af teoretiske modeller i trafikplanleegning — men bade den kontekstuelle og den matematiske
undersggelse viste imidlertid, at dette ikke var tilfeeldet.
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APPENDIKS A

Lineag algebra

A.1 Ligningssystemer pa matrixform

Falgende appendiks skal opfattes som en kort gennemgang af resultater fra linear algebra, der
anvendes i rapporten. Det forudseettes derfor, at lzeseren har et vist kendskab til grundlseggende
matrixmetoder for linezre ligningssystemer.

Definition A.1
Et m x n linezrt ligningssystem i variablene z1, zo, ... z, er et ligningssystem pa
formen

a11%1 + a2 + -+ apxT, = by

a21T1 + a2T2 + -+ + ammTyn, = bo "

= Z ;T = b,
j=1

A1 T1 + Qp2T2 + - ATy, = by,

hvorallea;; e R, 1 <i<m,1<j<nogz; €R

| matrixnotation kan ethvert lineeert system skrives pa formen
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a1l a2 ain T1 b1
as1 Qo2 aon T2 bo
aml am2 *** Qmp T bm

Dette skriver vi pd en mere kompakt notation Ax = b; eller A(¢)x = b, hvis vi lader indgan-
gene i A veere funktioner af en variabel ¢, a;; = fi;(t).
A.1.1 Inverse matricer og determinanter

Vi vil nu overveje eksistens og form af lgsninger i det generelle tilfeelde med kvadratiske lig-
ningssystemer.

Definition A.2 (Invers matrix)
Lad A veere en i x n matrix. Hvis der eksisterer en matrix C, séledes at

AC =CA=1,

hvor I er identitetsmatricen, siges A at vere invertibel med den inverse A~! = C.

Inverse matricer giver en generel metode til lgsning af en serlig type af kvadratiske linegre
ligningssystemer. Dette fremgar af nedenstaende setning

Seetning A.1 (Lesning til linezere ligningssystemer)
Lad A veere en invertibel n x n matrix og lad b € R™. Givet ligningssystemet Ax = b, antag,
at x er en lgsning. Sder x = A~ 'b.

BEVIS: Viser, at x er en lgsning, idet A(A~'b) = Ib = b. Antag nu, at u er en lgsning. Sa er
u=x, idetu=A"14Au=4"1b. N

D.v.s. en ngdvendig betingelse for en unik lgsning til det kvadratiske ligningssystem er, at der
eksisterer en invers matrix til koefficientmatricen. Ved indfarsel af determinanten til en matrix
er det imidlertid muligt at opstille en a&kvivalent betingelse, der i visse teoretiske situationer er
lettere at anvende direkte. *

Vi vil til enhver n x n matrix A, n > 2 knytte en skalar det A, som benavnes determinanten
til A.

1] konkrete beregningssituationer er den imidlertid uhensigtsmeassig, da kompleksiteten for determinantberegning
er betydeligt starre, end ved den sakaldte Gauss-Jordan reduktion.
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Definition A.3 (Determinant)
For en n x n, matrix A, n > 2, defineres determinanten til A som

n
det A= Z(—1)1+ja1j det Alj ;
j=1

hvor A;; er den matrix, der fremkommer ved at slette den :. rekke og den j. sgjle i
A.

Setning A.2 (Betingelse for invertibilitet)
En kvadratisk matrix A er invertibel, hvis og kun hvis det A # 0.

For bevis henvises til [Lay00, kapitel 3.2].

Korollar A.1 (Unik lgsning)
Det linezere ligningssystem Ax = b har en unik lgsning, hvis og kun hvis det A # 0.

A.1.2 Det homogene linezre ligningssystem

Vi vil kort se neermere pa betingelser for ikke-trivielle lgsninger til det specielle homogene line-
&re ligningssystem, Ax = 0. Resultaterne anvendes i Afsnit 6.2.1 i forbindelse med definitionen
pa egenveerdier/egenvektorer.

Definition A.4 (Linezr uafhaengighed)
En samling af vektorer v1,vo,... , v, kaldes linezrt uafhengige, hvis og kun hvis
vektorligningen

civi+cve+ -+ v, =0, ¢ €R,
kun har den trivielle lgsning

co=cg=--r=¢, =0.

Seetning A.3 (Lesning til Ax = 0)
Det homogene linegre ligningssystem Ax = 0 har kun den trivielle lgsning, hvis og kun hvis
sgjlerne i A er lineeert uafhaengige.

BEvIs: Idet vi husker pd, at matrixligningen kan omskrives til en vektorligning, ma der geelde
folgende af Definition A.4, at hvis sgjlerne i A er lineert uafhangige, eksisterer der kun den
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trivielle lgsning x = 0. Omvendt, hvis ligningssystemet har ikke-trivielle lgsninger medfarer
dette ifalge Definition A.4, at sgjlevektorerne er linezrt atheengige. W

Sammenfattende kan vi formulere fglgende satning, idet en linezert afhangig mangde af vekto-
rer er en mangde {v1,va,... vy}, hvor der kan opstilles en sammenhang c¢;ve + cave + - -+ +
cnvn = 0, sdledes at ikke alle ¢; € R er nul.

Seetning A.4 (Lesninger for homogent ligningssystem)
Lad A veere en kvadratisk matrix. Givet det homogene linezre ligningssystem Ax = 0 er fgl-
gende udsagn &kvivalente:

1. Ligningssystemet har ikke-trivielle lgsninger,
2. Mangden af sgjler i A er et linezrt athaengig,
3. Aer ikke invertibel,

4. det A =0.

Beviset er ligetil og udelades derfor, idet vi ser, at invertibilitet og determinanter er knyttet til ek-
sistens af ikke-trivielle lgsninger. Udfra Saetning A.1 fremgar nemlig, at safremt A er invertibel,
erx = A~10 = 0, den trivielle lgsning, d.v.s. A kan ikke veere invertibel.



APPENDIKSB

Komplekse tal

B.1 Kort introduktion til komplekse tal

Felgende appendiks er baseret pa [Elbrend96] og [Beachy96].

| abstrakt algebra bygger konstruktionen af de komplekse tals legeme pa den utilfredsstillende
situation, at polynomiet 2 + 1 ikke har nogen rgdder indenfor R; vi gnsker séledes at udvide
de reelle tal til et legeme, hvor ogsa radder til negative tal er defineret. Dette er en instans af det
generelle problem at finde spaltningslegemer for irreducible polynomier over arbitrare legemer.
| dette tilfeelde gnsker vi derfor at konstruere et udvidelseslegeme L O R, séledes at z2 + 1
spalter, d.v.s. kan faktoriseres over L. Formelt set konstrueres da en unik algebraisk struktur
knyttet til ringen Rz] * og det irreducible polynomium — denne vil veere isomorf (have samme
struktur) som L, d.v.s. udfra denne kan f.eks. C konstrueres?. Det viser sig at veere tilstraekkeligt
at indfare et element 4, der er rod i 2 + 1 = (z — i)(z + 1) og tilfgje (adjungere) dette til R
med passende regneoperationer. For uddybning af det pracise konstruktionsproblem henvises
til [Beachy96, p. 191 og p. 251]. | det fglgende vil vi ngjes med nedenstaende definition.

!Mere pracist, mangden af polynomier med reelle koefficienter. Denne kan vises at vare en szrlig type generel
algebraisk struktur, en kommutativ ring. Legemer er blot ringe, hvor multiplikative inverse og det multiplikativ

identitetselement eksisterer.
2En lettere metode er at vise isomorfi mellem et legeme af szrlige 2 x 2 matricer og C. Dette er dog ikke en

generelt anvendelig metode.
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Definition B.1 (Komplekse tal)
Mangden givet ved

C={a+ib | abeR, i*=-1},

kaldes mangden af komplekse tal.
Kompositionsreglerne for komplekse tal defineres som falger

Addition: (G,l + ’ibl) + (ag + ’ibg) = (a1 + a2) + i(bl + bg).
Multiplikation: (a1 + ibl)(ag + ibg) = (a1a2 — blbg) + i(a1b2 + G,le).

Realdelen af et komplekst tal defineres som Re[z] = Re[a+4b] = a 0g imaginardelen
som Im[z] = Im[a + ib] = b.

Seetning B.1 (C er et legeme)
Mangden C er et legeme.

Beviset falger umiddelbart idet legemesaksiomerne [Beachy96, pp. 160-161] ses at vare op-
fyldt, d.v.s. C er bade en additiv og multiplikativ, abelsk gruppe, og den distributive lov gelder.
Vi vil desuden indfare en serlig operation pa komplekse tal kaldet kompleks konjugering

Definition B.2 (Kompleks konjugering)
Afbildningen f : z = a4+ ib € C — Z = a — ib € C kaldes kompleks konjugering.

Det er ikke overraskende, at vi kan betragte den endelige udvidelse C = R() som et to-
dimensionalt vektorrum (1 og i som basisvektorer) over de reelle tal. Dette motiverer en analog
grafisk repreesentation af komplekse tal, nemlig som punkter i den komplekse plan, planen, hvor
forsteaksen repreesenterer Re[z] og andenaksen imaginardelen Im|z]. Dette illustreres i Figur
B.1. Som bekendt er et punkt (a, b) i Xy-planen matematisk set akvivalent med den tilsvarende
vektor u = [a, b], svarende til [|u| cos v, |u| sinv], hvor v er vinklen mellem fgrsteaksen og u i
positiv omlgbsretning. Herudfra indferes den polaere form for et komplekst tal tilsvarende.
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Im

1 Re

Figur B.1: Den komplekse plan.

Definition B.3 (Poleer form)
Den poleere form for det komplekse tal z = a + 1b er givet ved

z=71cosf+irsinf = r(cosf + isinb),

hvor r = va? + b? kaldes modulus til z, |z|, og @ er argumentet til z, arg z, vinklen
malt mellem realaksen og a + ib i den komplekse plan i positiv omlgbsretning.

Som for polare koordinater i R?, vil der ikke vare entydig sammenhang mellem det kom-
plekse tal og den polare repraesentation, idet r(cos @+ sinf) = r(cos(6+27) + 4 sin(0+27)).
Lad os efterfglgende indfare den komplekse eksponentialfunktion.

Definition B.4 (Kompleks eksponentialfunktion)
For ethvert z € C defineres den komplekse eksponentialfunktion som funktionen

z=z+1iy € C— e® =e"(cosy +isiny).

BEMARKNING: Det bar bemarkes, at ovenstaende ikke kan betegnes som en tilfredsstillende,
naturlig indfaring af den komplekse eksponentialfunktion. Formelt vil man stille en reekke krav
til den komplekse eksponentialfunktion og vise, at den konvergente uendelige raekke

o Zn
62225’ z€C, (B.1)
n=0
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alene tilfredsstiller disse betingelser.
Bemeerk, at dette er analogt med definitionen af eksponentialfunktionen for reelle tal, idet

Ved opskrivning af eksponentialfunktionen til et imaginert tal, e*¥, genkendes raekkeudviklin-
gen for funktionerne cosinus og sinus, og Definition B.4 fglger.

Ovenstaende bemaerkning betyder samtidig, at den komplekse eksponentialfunktion kendeteg-
nes ved alle de egenskaber, vi kender fra den reelle eksponentialfunktion. D.v.s. e*1 722 = e*1e?2,
21,22 € C, ligeledes er differentiation analogt, idet Ze® = Re®, t € R,R € C. Dette kan
vises direkte udfra Definition B.4 og undlades.

Specielt for et imagineart tal, z = iy (Re[z] = 0), folger af Definition B.3 og B.4, at
e = cosy + isiny, d.v.s. en grafisk afbildning for denne funktion i den komplekse plan er
enhedscirklen. Det ses da, at et arbitraert kompleks tal z p& polar form kan skrives z = re®? =
r(cos 0 + isin@).

Seetning B.2 (Algebraens fundamentalsaetning)
Ethvert polynomium med komplekse koefficienter af grad n» > 1 har en kompleks rod.

Beviset for ovenstaende er temmelig omfattende, og der henvises til f.eks. [Beachy96, p. 332]
for et bevis v.h.a. abstrakt algebra. Det er imidlertid et interessant resultat, for det betyder, at
vi kan vere sikre p4, at enhver rod i et polynomium med komplekse koefficienter virkelig er
kompleks (d.v.s. der skal ikke konstrueres nye udvidelseslegemer for at repraesentere en givet
rod).

Dette er ngdvendig viden i falgende satning.

Seetning B.3 (Polynomiumsligningen ™ — 1 = 0)

Polynomiumsligningen 2" —1 = 0, z € C,n € N har n forskellige radder r1, 7, ...y, 0g hvor
e, 1 < k < n ergivet ved

. 2
rp = (cos @ + isinf)* = (e?)F, 6= il
n
BEVIS: Detses, at veerdierne cos 257 +jsin 257 = (¢¥)k for k = 1,2,... ,n—1er forskellige,

09
<cos 2T 4 isin —F) = (e 0 )" = €T = cos 2km + isin 2kw = 1.
n n

Da et polynomium med komplekse koefficienter altid har netop n komplekse rgdder (ved fakto-
risering og algebraens fundamentalsatning), har vi dermed fundet samtlige redder. W
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Endelig vil vi i rapporten se nogle fa eksempler pa vektorer med komplekse komponenter. Ved
dette forstas falgende.

Definition B.5 (\ektorer over C)
Ved en vektor over de komplekse tal forstds den ordnede liste

21

z2
=veCxCx---xC=C".

De grundlaeggende regneregler, addition, subtraktion o.s.v. for vektorer med komplekse kompo-
nenter falger af de tilsvarende operationer for vektorer over de reelle tal, idet real- og imaginéer-
delen af vektoren behandles for sig. D.v.s. Lad v; = a;+ib; € C vaere en komponentiv € C*;
sa kan v skrives

a1 b1
ag ba

v = |+ | =a+ib.
Qap by

Ovenstaende motiverer desuden ogsa til en definition af den komplekst konjugerede vektor sva-
rende til den analoge for komplekse skalarer, d.v.s. den komplekst konjugerede vektor v =
a+ib =a—b.



